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Предисловие редактора перевода 

Предлагаемая вниманию советского читателя монография 

Б. Куммера посвящена теории игр на графах, однако в ней 

затрагиваются отнюдь не все разделы этой теории. Более 

того, книга убеждает читателя именно в том, ~то теория иrр 

на графах имеет весьма широкие перспективы развития, за­

родыши которого достаточно густо рассеяны в уже разрабо­

танных ее разделах. Одним из таких зародышей оказалс)] 

вопрос о представлении функции Гранди для сумм игр типа 

Ним через функции Гранди для игр-слагаемых. Еще около 

десяти лет тому назад Б. Куммер получил, а в 1975 г. опу­

бликовал казавшийся, тогда неожиданным, ныне же пред­

ставляющийся естественным и Принципиальным результат 

о невозможности такого общего представления даже для 

сравнительно узкого класса локально ограниченных игр. 

Дальнейшая разработка этих вопросов и распространение 

относящихся к функции Гранди и ее обобщениям результа· 

тов на более широкие классы игр - сначала терминальных 

антагонистических, а затем общих терминальных бескоали­

ционных - и определила содержание данной книги. 

Основным используемым в книге математическим аппара• 
том является теория множеств, точнее те ее приемы, кото­

рые группируются вокруг аксиомы выбора и метода транс­

финитной индукции. Поэтому можно предположить, что сле­

дующий шаг в этом направлении сомкнет результаты Б. Кум­

мера с результатами Я. Мыцельского и Г. Штейнгауза [ 1]. 
Но это уже означает переход к использованию аксиомати­

ческой теории множеств и построение _более общих и глубо­

ких теорий. Напротив, как это ни покажется парадоксаль­

ным, методы теории игр, равно как и теории графов, в книге 

не применяются: нужные методы теории игр автор создает 

(или воспроизводит) по ходу дела, а из теории графов не­

обходимыми оказываются лишь основные понятия (до функ­

ции Гранди включительно; впрочем, уже сама идея фую<­

ции Гранди носит несколько теоретико-игровой оттенок). Та­

ким образом, чтение книги не предполагает у читателя ка­

кой-либо особой математической подготовки, тем более, что 

все требуемые сведения по теории множеств содержатся в ав­

торском приложении к книге. 
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Б. Куммер, математик из ГДР, в свое время проходил 

в Ленинграде научную стажировку, заполненную интенсив­

ными исследованиями по теории игр на графах. Поэтому его 

книгу можно рассматривать как один из результатов сотруд­

ничества ученых наших стран. 

Авторская библиография не претендует на полноту и со­

держит лишь те публикации, которые автор счел необходи­

мым упомянуть в тексте книги; в связи с этим и редактором 

перевода добавлено незначительное число названий. 

Н. Н. Воробьев 



Предисловие 

Эта книга предназначена для читателей, интересующихся 

теорией игр и знакомых с основными понятиями теории мно­

жеств и математическими методами рассуждений. Предме­

том исследования является один частный класс стратегиче­

ских игр с полной информацией, которые зачастую назы­

ваются - с теоретико-игровой точки зрения не вполне точ­

но - «играми на графах». Наиболее известными среди этих 

игр являются так называемые игры Ним. 

Книга преследует две цели. Во-первых, - и это является 

главным - для рассматриваемых игр исследуются различные 

понятия решения и в первую очередь ситуации равн9весия. 

Во-вторых, в ней читателю предоставляется возможность на 

примере частных классов игр познакомиться с некоторыми 

постановками вопросов теории игр в целом. За исключением 

решения ряда конкретных игр результаты носят теоретиче­

ский характер и отличаются от относящихся к этой же про­

блематике классических результатов главным образом тем, 

что в рассматриваемых играх допускается возможность по­

явления партий бесконечной длины, а в центре внимания, 

помимо вопросов существования решений, стоят также во­

просы, связанные с изучением свойств различных реше­

ний. 
В ряде существенных мест изложение соприкасается 

с рассуждениями, проводимыми в книге Бержа [ l], при этом 
добавлены некоторые новые аспекты. Представленные ~ 

книге результаты частично были получены в моей диссерта­

ции А [ l] 1 )- здесь мне представляется удобный случай вы· 

сказать мою сердечную благодарность профессору Н. Н. Во· 

робьеву и доктору К. Ломмачу за проявленное внимание к 

моей работе, - а частично являются результатами более 

поздних исследований, интерес к которым был вызван также 

работой Сколе [l]. 
Далее я благодарен А. Берендт за подготовку рукописп 

и дипломированному математику Г. Рейхер за постоянную 

t) Диссертация А примерно соответствует кандидатской диссертации 
в нашей стране. - Прим. ред, 
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доброжелательную поддержку со стороны издательства, а 

также типографии за тщательный набор. 

В заключение мне хотелось бы подчеркнуть, что я буду 

всегда признателен за критические замечания в адрес этой 

книги. 

Бернд Куммер_ 

Берлин, лето 1979 



Введение 

С момента выхода в свет в 1944 г. фундаментальной мо­
нографии Дж. фон Неймана и О. Моргенштерна «Теория игр 
и экономическое поведение» [l] началось бурное развитие 
теории игр как математической дисциплины. С одной сто­
роны, возросло число исследуемых математических моделей 
и соответствующих понятий решений, а с другой - удалось 
более основательно исследовать многочисленные классы игр, 
обнаружить многие вносящие ясность теоретические выска­
зывания и расширить область приложения теории. Поэтому 
нет ничего удивительного в том, что в аннотированном ука­

зателе «Теория игр» (под ред. Н. Н. Воробьева, Ленинград, 
Наука, 1976) только до конца 1968 г. зафиксировано 2255 ра­
бот 1), относящихся к теоретическим проблемам и проблемам 
приложения этой молодой дисциплины. 

Если пытаться найти в литературе точное определение 
«Игры на графах», то придется отказаться от надежды нз 
успех. Хотя это понятие встречается достаточно часто и даже 
фигурирует в рубрикаторе упомянутого выше библиографи­
ческого указателя, оно тем не менее характеризует скорее 

целое семейство весьма различных игр, нежели один четко 
очерченный класс игр. В качестве наиболее общих игр на гра­
фах можно было бы рассматривать изучавшиеся Бержем [1] 
игры с полной информацией. Такая игра описывается произ­
вольным ориентированным графом, каждая вершина кото­
рого р относится к одному из п классов и «оценивается» ве­

щественным п-мерным вектором (Н1(р),Н2(р), ... , Нп(р)). 
Механизм, согласно которому протекает реализация та­

кой игры (обычно в этом случае говорят о партии игры), легко 
описать: от вершины к вершине графа по его .дугам передви­
гается фишка, причем каждый раз ее передвигает тот из п иг­
роков, в классе которого оказывается фишка. Если при этом в 
партии последовательно проходятся вершины р1 , р2, ... (здесь 
еще должна быть задана «начальная вершина» р 1), то иг-

рок i получает выигрыш нt са sup Ht (pk), если он яв-
k-1, 2, ••• 

ляется «активным» игроком, и соответственно HI = 
= inf Н 1 (pk), если i - «пассивный:. игрок 2). 

k-1, 2 •••• 

1) Во втором томе этого аннотированного указателя (Ленинград, Нау• 
ка, 1980) зафиксировано еще 2611 работ, опубликованных в 1969-
1974 гг. - Прим. рt?д. 

2) Точнее, игроки делятся на «активных:., получающих выигрыш н; 1 

и сnассивных», получающих выигрыш Hj. - Прим. ред. 
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Существенно более простыми являются так называемые 
игры типа Ним: фишка передвигается вдоль дуг некоторого 
графа поочередно двумя игроками; при этом проигрывает 
тот, кто не имеет больше хода (т. е. достигнута «концевая 
вершина» графа). 

Исследуемые нами игры совпадают с описанными выше, 
за исключением правила задания выигрышей. Выигрыш объ­
является (он может быть также и отрицательнь1м) тогда 11 
только тогда, когда достигается концевая вершина р графа. 
В этом случае игрок i получает .выигрыш Hi (р). Формально 
(в соответствии с терминологией Бержа) речь здесь идет об 
играх с полной информацией .и терминальным выигрышем, и 
в дальнейшем мы будем называть эти игры терминальными. 

В иерархической системе моделей, изучавшихся до сих 
пор в рамках теории игр, терминальные игры (если считать 
все партии конечными) прежде всего относятся к широкому 
классу стратегических игр, а в его пределах - к позицион­

ным играм дискретного типа. 

Стратегию игрока мы понимаем как функцию, которая 
каждой вершине из отвечающего этому игроку класса припи­
сывает некоторый допустимый «ход» (соответствующий той 
или иной выходящей из вершины дуге графа). Позиции пред· 
ставляют собой вершины графа; последовательность следую­
щих друг за другом позиций (которая иногда также назы­
вается партией) является дискретной. Поскольку мы предпо· 
лагаем, что все игроки могут все время следить за движе· 

нием фишки, т. е. в каждый момент партии знают как до· 
стигнутую позицию, так и все ранее пройденные, мы имеем 
дело с полной информацией. Заметим, что игра с неполной 
информацией описывается при помощи более сложных усло· 
вий: игрок, чья очередь ходить, знает только, что фишка на· 
ходится в некотором определенном подмножестве всех «его~ 

вершин. Из каждой принадлежащей этому подмножеству вер­
шины выходит одинаковое число дуг, скажем t. Игрок дол· 
жен только выбрать одну из альтернатив l, 2, ... , t, после 
чего фишка передвинется вдоль соответствующей дуги. Вся 
трудность состоит здесь в том, что выбор той или иной аль· 
тернативы может оказаться хорошим, если фишка находится 
в одной из вершин этого подмножества, и плохим, если 
фишка находится в другой вершине. Типичными представи· 
телями таких игр являются игры в карты; вместе с тем и 

все игры в нормальной форме, например матричные игры, 
допускают такую интерпретацию. 

Мы затронули здесь вопрос об информйрованности иrро· 
ков для того, чтобы подчеркнуть существенность требования 
полной информации. Формально она проявляется в пред· 
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положении, что подмножества (они обычно называются ин~ 
формационными множествами) являются одноэлементными, 
а содержательно - в точном знании того состояния, в кото· 

ром в данный момент находится партия. Не последнюю роль 
играет здесь и то, что полнота информации оказывает ре· 
шающее влияние на разрешимость игры. 

В то время как в играх с полной информацией ситуации 
равновесия в чистых стратегиях существуют даже при очень 

слабых предположениях, в простейших играх с неполной ин· 
формацией их может уже не быть, и поэтому в таких играх 
имеет смысл переходить к так ~tазываемым «смешанным» 

стратегиям. Основополагающие результаты, касающиеся игр 
с неполной информацией, можно найти в работах Куна [1] и 
Н. Н. Воробьева [2, 4] 1), а также в работах, указанных в 
списке литературы и снабженных пометками НИ или ТИ. 

Не вдаваясь подробно в историю развития теории игр -
мы отсылаем в этой связи к прекрасному обзору Н. Н. Во· 
робьева [5], -отметим лишь, что математическое исследо­
вание игр с полной информацией уже в начале века (Цер­
мело [1], 1912 г.; Кёниг [1], 1927 г.; Кальмар [l], 1928/29г., 
Гранди [1], 1939 г.) подготовило основные идеи и важныо 
результаты для заложенной впоследствии Дж. фон Нейма­
ном и О. Моргенштерном теории игр. Особую роль сыграла 
работа Цермело [ 1], ознаменовавшая начало применения к 
изучению игр с полной информацией теоретико-множествен­
ного подхода. Это дало возможность доказать с помощью 
индукции по длине наиболее длинной партии существование 
(чистых) оптимальных стратегий (соответственно существо­
вание ситуаций равновесия в неантагонистическом случае) 
в играх с партиями ограниченной длины. Эту же идею ис­
пользовал в 1957 г. Берж [ 1] для доказательства существо­
вания глобальных ситуаций равновесия в играх с полной ин­
формацией и конечным множеством градаций выигрышей 
(дискретные выигрыши) 2) в предположении конечности всех 
партий. Его доказательство отличается от классического 
только тем, что по.Лная индукция заменяется в нем трансфи­
нитной. Поскольку индуктивное доказательство является 
также и конструктивным, нахождение ситуаций равновесия 
представляется не слишком затруднительным, если не счи­

тать технических сложностей, которые, однако, как в слу­
чае шахмат, могут оказаться существенными. Таким образом, 

1) В данных работах речь идет лишь о некоторых вопросах, связан· 
ных с этими играми. - Прим. ред. 

2) Здесь имеется в виду, что множество всех векторов выигрышей 
вида Н(р), где р- окончательная позиция, конечно. - Прим. перев. 
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можно считать, что в перечисленных выше раб.ртах вы~ 
яснены основные вопросы теории игр для наиболее важных 
из рассматриваемых здесь терминальных игр. В чем же со• 
стоит предмет и цель наших исследований? 

С одной стороны, мы покажем, что даже в кажущемся 
благополучным семействе конечных терминальных игр с пар­
тиями ограниченной длины остаются открытыми некоторые 
существенные вопросы, касающиеся понятия решения. С дру• 
гой стороны, мы проведем тщательный анализ игр с беско­
нечными партиями, для которых выигрыш не определен ап­

риори. Эти исследования группируются вокруг центрального 
в бескоалиционных играх понятия решения - ситуации рав­
новесия. При этом в соответствии с терминологией Бержа [ 1] 
мы различаем локальные и глобальные ситуации равнове­
сия в зависимости от того, удовлетворяет ли рассматривае· 

мая ситуация условию равновесности для некоторой фикси· 
рованной начальной позиции или же для всех позиций. Мы 
различаем также сильные и слабые ситуации равновесия: 
первые из них порождают только конечные партии, тогда 

как при вторых возможны и бесконечные партии. 
Невзирая на это различие, вводимое по техническим со­

ображениям, ситуация равновесия, которая, как известно, 
представляет собой решение в бескоалиционных стратегиче­
ских играх, не лишена определенного коварства. Поэтому 
мы остановимся на понятии ситуации равновесия несколько 

подробнее. Прежде всего ситуация равновесия является си· 
туацией, т. е. некоторым набором s = (s1, s2, ••• , Sn) воз­
можных стратегий п игроков; при этом игрок i получает 
выигрыш Hi(s1, "., sn). На первых порах мы можем от­
влечься от вида зависимости выигрыша от сыгранной пар­
тии. Условие равновесности утверждает только, что ни один 
из игроков не заинтересован в том, чтобы в одиночку от­
клониться от ситуации s. Иначе говоря, для всех i и для лю­
бой стратегии t1 игрока i должно выполняться неравенство 

Н1 (s1, ••• ,s,_1, t,, Sн1 •••• , Sп) < Н, (s1, S2, ••• , Sп)· 

Это требование представляется разумным, так как коопери-. 
рование игроков, а тем самым и согласование их интересов 

запрещены (в противном случае имело бы смысл сравнивать 
Hi (s) вообще с выигрышами в произвольных ситуациях t). 
Те коварные черты ситуаций равновесия, о которых говори­
лось выше, являются следствием свойств множества всех си­
туаций равновесия. Оно, например, может содержать различ­
ные элементы, в которых выигрыши одного и того же ИГ• 

рока не обязаны быть одинаковыми (в этом случае можно 
говорить о неравноценности ситуаций равновесия). Кроме 
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того, если из двух ситуаций равновесия s и t составить но• 
вую ситуацию, например (t1, s2, ••• , sn), то она может уже 
не быть равновесной, что означает отсутствие «прямоуголь• 
ности» множества всех ситуаций равновесия. Поскольку, од" 
нако, игры с полной информацией, и в частности терминаль• 
ные игры, относятся к «наиболее приятным» стратегическим 
играм (хотя бы в смысле существования чистых ситуаций 
равновесия), представляется вполне оправданной надежда 
на то, что здесь равноценность и прямоугольность имеют 

место, и вследствие этого можно говорить о «Хороших» и 

«плохих» ход ах: если все игроки ходят «хорошо», то полу­

чается ситуация равновесия, и наоборот. Мы увидим тем не 
менее, что в этом вопросе необходима осмотрительность 
(даже в пределах класса всех терминальных игр с конечным 
множеством позиций и только конечными партиями). 

Другая проблема типична именно для позиционных игр 
и связана с тем, в каком отношении находятся локальные 

и глобальные ситуации равновесия. Очевидно, что выигрыш 
каждого игрока в терминальной игре зависит не только от 
создавшейся ситуации, но и от соответствующей начальной 
позиции. Поэтому «разумная» для одной конкретной началь• 
ной позиции р ситуация может не быть «разумной» (в TO!.\t 

же смысле) для всех начальных позиций. Конечно, напраши­
ваются предположения, что в том случае, когда для каждой 
(начальной) позиции существует локальная ситуация равно­
весия, существует и глобальная, а также что локальная си­
туация равновесия не для каждой позиции может требовать 
ходы, не принадлежащие никакой глобальной ситуации рав­
новесия (если таковая существует). Оба этих предположе­
ния, однако, оказываются неверными уже для очень простых 

игр: первое для 

антагонистических терминальных игр с бесконечными мно• 
жествами позиций и (возможными) бiсконечными партиями 
(если рассматривать сильные ситуации равновесия), 

терминальных игр трех лиц с конечным множеством по• 

зиций и бесконечными партиями (здесь для каждой пози· 
ции может существовать сильная ситуация равновесия неза• 

висимо от существования глобальной слабой); 
второе для 

неантагонистических терминальных игр с конечным чис• 

лом позиций и только конечными партиями (см. также спи­
сок примеров). 

Третий круг вопросов, к которому мы обратимся, касается 
игр типа Ним и классического вопроса о ситуациях равно­
весия в некоторых композициях (суммы и произведение игр 
типа Ним). Здесь речь идет в первую очередь о том, чтобы 
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очертить возможности и границы использования функций 
Гранди, полезных при изучении сумм игр, сконструироват1, 
удобную «функцию игры» для решения произвольной игры­
произведения, а также проиллюстрировать различные вво­

димые понятия решения на примерах простейших терминаль­
ных игр. В силу того что для этой цели нам придется 
опираться на известные, но подчас весьма специальные ре­

зультаты, мы уделим играм типа Ним сравнительно много 
внимания. 

Основополагающая идея наших исследований состоит 
в том, чтобы рассматривать на множестве всех позиций не­
которые функции, находящиеся в тесной связи с решениями. 
Подобный метод можно встретить в динамическом програм­
мировании, где решения описываются функциональными 

уравнениями Беллмана. Изучаемые здесь функции ( «фую<­
ции значения» для антагонистической игры и «функции ре­
шения» для неантагонистической игры) в иерархической си­
стеме понятий решений располагаются между глобальнымн 
сильными и глобальными слабыми ситуациями равновесия 
и позволяют делать выводы об определенных свойствах гло­
бальных решений. 

Применительно к высказываниям об играх с конечной, но 
неограниченной длиной партий в качестве решающего вспо· 
могательного средства используется трансфинитная индук­
ция. Чтобы менее искушенному читателю было легче 
понять, о чем идет речь, в приложении приведены без доказа­

тельства определения и теоремы, необходимые для формули­
ровки принципа индукции. Это приложение имеет закончен­
ный характер, но ни в коей мере не может ни сократить, нн 

заменить изучение соответствующей части проблематики 
трансфинитной теории множеств. 

Собственно теоретико-игровая часть настоящей книги раз­
бита на четыре главы. В первой содержатся важнейшие оп­
ределения и формальные соглашения, а также - и это ока­
зывается особенно полезным -·вводится принадлежащее 
Бержу понятие порядка графа. 

Определения, приведенные в этой главе, используются во 
всем дальнейшем изложении, а гл. 2-4 понятны независимо 
одна от другой. В гл. 2 мы исследуем с уже упомянутых то­
чек зрения игры типа Ним и их композиции. Мы покажем, 
что для решения игр порядка р (р > l) функция Гранди, 
вообще говоря, не приспособлена. Для случая р = l (игра­
сумма) мы продемонстрируем полезность этой функции даже 
в тех случаях, когда она принимает трансфинитные значе­

ния (при этом необходимо решить лишь техническую задачу, 
а именно «двойственное представление» порядковых чисел). 
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Наконец, мы продем9нстрируем плодотворность восхо,дяще\1 
к Г. П. Буцану и Л. П. Варваку [1] идеи использования 
«функции игры» для решения произведений произвольных 
игр типа Ним. 

Антагонистическим терминальным играм посвящена гл. 3. 
Если все партии конечны, то Исследования приводят к ожи­
даемым и известным результатам, касающимся значений 
антагонистических игр (ер. также Берж [l, 3, 4] и Деноф­
ский [ 1], где эти результаты подробно обсуждаются). Из 
существования функций значения для произвольной антаго­
нистической игры мы выведем существование глобальных 
слабых ситуаций равновесия в случае дискретных выигрышей, 
займемся зависИмостью между локальной и глобальной 
(сильной) разрешимостью, а также исследуем два различ­
ных вида оптимальных стратегий (h+- и h--оптимальные стра­
тегии), которые соответствуют предположению о том, что ос­
новной целью игрока 1 является достижение бесконечной 
или соответственно конечной партии. 

Для изучения общих терминальных игр в гл. 4 представ­
ляется разумным рассмотрение адекватного понятию функ­
ции значения понятия функции решен и я. В том случае, 
когда возможны только конечные партии, она позволяет дать 

удобную характеристику глобальных ситуаций равновесия и, 
в частности, сформулировать результаты о равноценности и 
прямоугольности. Если же допустимы партии бесконечной 
длины, то функция решения может и не существовать и, та­
ким образом, в противоположность антагонистическому слу­
чаю пропадает еще один удобный инструмент, с помощью 
которого можно полностью выяснять интересные с точки зре­

ния теории игр, но по существу комбинаторные вопросы. Ос­
новными, быть может, результатами этой главы являются 
уже упоминавшиеся ранее утверждения негативного харак­

тера: отсутствие глобальных слабых ситуаций равновесия, не­
смотря на существование локальных сильных ситуаций рав­
новесия для любой позиции, «противоречие» между локаль­
ными и глобальными ситуациями равновесия, существование 
глобальных слабых ситуаций равновесия при отсутствии 
функции решения и т. д. В соответствующих примерах мно­
жество позиций всегда конечно. 

Следуя примеру Оуэна [ 1], в конце каждой главы мы 
приводим задачи. По трудности эти задачи различны, по­
скольку они служат, с одной стороны, просто для закрепле­
ния введенных понятий, а с другой - для завершения про­
веденных исследований. 

В заключение отметим, что нумерация формул и утверж­
дений проводится отдельно в каждом параграфе, обозначенном 
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двумя 1.IJlфрами, причем теоремы, определения и т. п. 
снабжаются также номером соответствующего параграфа; 
различные требования, относящиеся к одному определению, 
сопровождаются буквой D. Для экономии места мы часто ис• 
пользуем логические кванторы в качестве стенографических: 
знаков. Мы перечислим здесь как эти кванторы, так и неко­
торые обозначения, неоднозначно трактуемые в литературе. 

1. Логические символы 
V для любого 
3 существует 
Л И· 
v или 
а=> ь импликация (из а следует ь) 

2. Множес тва 
IAI 
Ас:В 

f:А~в 

0 

мощность множества А 
А является подмножеством В, равенство 
допустимо 

множество всех подмножеств множе• 

ства А 
f есть (однозначное) отображение множе• 
ства А в множество В 
пустое множество 

3. Фиксированные обозначения 
Р множество позиций игры 
v: Р ~ 2Р динамика игры (за исключением гл. 2) 
/ множество игроков (в § 2.3 функция иг­

ры) 

hl, ht, Н 1 функции выигрыша 



1 

Терминальные игры; 

понятия и обозначения 

Из большого числа исследуемых в теории игр моделеft 
позиционные игры выделяются далеко идущей конкретиза­
цией понятий «стратегии» и «функции выигрыша». В то вре­
мя как в общем случае стратегия рассматривается всегu 
лишь как элемент некоторого множества, лишенный какой­
либо внутренней структуры, а выигрыш каждого игрока оп­
ределяется на декартовом произведении всех множеств стра· 

тегий, позиционные игры менее абстрактны. Результатом вы­
бора стратегий игроками является определенная последова­
тельность (или «партия») в некотором «множестве позиций:&. 
Выигрыш каждого игрока является функцией этой последо­
вательности. Правила, определяющие партию по заданным 
стратегиям, и зависимость выигрышей от партии дают воз­
можность классифицировать позиционные игры. 

Так, например, можно прийти к классу дифференциаль­
ных игр, если предположить, что стратегиями игроков яв­

ляются «управляющие функции», а партия возникает как ре­
шение некоторой системы дифференциальных уравнений, н 
которую входят эти функции. Если, напротив, исходить из 
того, что стратегии определяют в множестве позиций после­
довательность «ходов» (т. е. дискретных переходов от одной 
позиции к другой), то это приводит к классическому поня­
тию позиционной игры. 
Мы придерживаемся исключительно этого второго пред­

ставления и при этом рассматриваем только игры с «полной 
информацией»; это означает, во-первых, что «случайные ходы» 
(типа, например, тасования карт) отсутствуют, а во-вторыл, 
что каждый игрок может без ограничений следить за возни­
кающими друг за другом в партии позициями 1). Если пар­
тия конечна, то выигрыш 1<аждого игрока должен зависеть 

только от последней, окончательной позиции (терминальный 
выигрыш); если же партия бесконечна, то выигрыш априори 
не определен. 

1) В принятой на русском языке терминологии полная информация 
характеризуется лишь вторым из двух условий. Игры, удовлетворi!ющие 
п е р в о м у из условий, называются д е т е р м и н и р о в а н и ы м и. -
Прим. перев. 



1. Терминальные игры; понятия и обозначения 

В силу неопределенности выигрыша в бесконечном случае 
некоторые партии не поддаются сравнению. Поэтому мы бу­
дем вынуждены соответствующим образом модифицировать 
понятия решений и исходить из двух принципиально различ­
ных точек зрения: в связи с сильными ситуациями равнове­

сия мы будем требовать, чтобы все интересующие нас пар­
тии были конечными; в определении же слабых ситуаций 
равновесия мы будем допускать бесконечные партии, по­
скольку им можно искусственно приписывать некоторые «ра­

зумные» выигрыши. 

Как показывает контрпример Гейла и Стюарта [ 1], даже 
в антагонистической игре с полной информацией (и конеч­
ным числом градаций выигрышей 1)), в которой каждой бес­
конечной партии выигрыши приписаны произвольно, (чи­
стые) оптимальные стратегии могут не существовать. По­
этому небезынтересен следующий вопрос: можно ли для 
каждой данной игры с полной информацией так приписывать 
выигрыши бесконечным партиям, чтобы обеспечить разреши­
мость этой игры? 

Прежде чем подойти в следующих главах к частичному 
ответу на этот вопрос и заняться свойствами различных ре­
шений, приведем необходимые определения. 

§ 1.1. Определение терминальной игры 

Терминальная игра Г = (Р, у, Н, п) с п игроками 1, 2, ..• 
• . . , п задается следующими характеристиками: 

непустое множество Р; 
разбиение множества Р на п + 1 непустых подмножеств 

Ро, Р1, ... , Р11; 
отображение у: Р-+ 2Р, которое каждому элементу р ЕР 

ставит в соответствие такое урс Р, что ур = 0 ~ р Е Р(); 
отображение Н: Р0 -+ R11 , которое каждому элементу р 

изР0 ставит в соответствие вектор Н(р)=(Н 1 (р), .•• 
" " н п (р) ) Е R п. 
Для отдельных компонент игры Г мы будем применять сле­
дующие обозначения: 

Р - множество позиций; 
Р0 - множество окончательных позиций; 
у - динамика игры; 

i - игрок i, i = 1, 2, ... , п; 
Н - функция выигрыша; 

1) Достаточно уже, чтобы функция выигрышей принимала то.r~ько два 
~t1ачещ1я: нуль и единица. - Прим. ред. 
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Hi - функция выигрыша игрока i; 
Pi - множество позиций, в которых очередь хода принад­

лежит игроку i (множество очередности игрока i). 
Множество игроков всегда обозначается через / = {1, ... , п}. 

Для того чтобы можно было разыграть партию игры Г, 
должна быть прежде всего задана некоторая начальная по­
зиция р ЕР. Если р Е Pi (i Е /), то «ходит» игрок i, т. е. 
он выбирает позицию р' е: ур. После этого наступает очеред1, 
хода того игрока j, в множестве очередности Pi которого ока­
зывается позиция р'. Партия заканчивается тогда, когда та­
ким способом достигается позиция Ро Е Р0; при этом каждый 
игрок i получает выигрыш Hi (ро). 
Мы предполагаем, что игроки знают дина!'.f ИКУ игры у 

и выигрыши всех игроков в каждой окончательной позиции; 
они имеют также информацию о позиции, в которой нахо­
дится партия в каждый момент игры. Множество всех пози­
ций может быть бесконечным. 

Если р Е Ро, то рассмотренная выше начальная позиция 
является одновременно и окончательной, и ходы вообще не 
делаются. С другой стороны, нет никаких гарантий, что в 
партии будет достигнута окончательная позиция. Таким об­
разом, в общем случае бесконечные партии возможны и до­
пустимы. 

§ 1.2. Примеры 

П р и м ер 1.2.1. Игра Фан-Тан. Пусть на столе стоят не­
сколько, скажем т, ваз с фруктами. Два игрока поочередно 
берут каждый раз из одной и только одной вазы столько 
фруктов, сколько они хотят, но не менее одного. Выигры­
вает тот игрок, который опустошает последнюю вазу. 

Каждая позиция в этой игре определяется информацией, 
состоящей в описании количества фруктов в каждой вазе и 
очередности хода. Если, например, i - номер игрока, а х1е -
число фруктов в k-й вазе, то Р имеет вид 

Р = {((х1, ••. , Хт), i) 1 xk - целое неотрицательное, 

i Е {l, 2}, k = 1, ... , m}. 

Если далее положить х = (х1 •... , Хт), то будет 

Ро ={((О, ... , О), i) 1 i·e: {l, 2}}, 

и 

Р i = {(х, i) 1 х =F (О, ••. , О)} 

т 

v(x, i) = U {(у, i)I Yk < xk, Yz =Xz Vl =F k}, 
k-1 



20 1. Терминальные игры; поюtтия и обозначения 

где j =1= i. В качестве функции выигрыша мы можем выбрать, 
например, функцию 

Н((О, ... , О), 1)=(-1,+ 1), 

Н((О, ". , О), 2) = (+ 1, - 1). 
Первые исследования этой игры (часто называемой также 
игрой Ним) опубликовал Баутон [1] в 1902 г. 

Пр им ер 1.2.2. Игра Фан-Тан порядка р. Изменим пра­
вила игры Фан-Тан так, чтобы. каждый игрок мог брать 
фрукты не более чем из р ваз, но брал их хотя бы из одноi-i 
вазы (1 < р < т). 

Решение этой игры нашел Мур [1] в 1910 г. 

Пр им ер 1.2.3. Два игрока по очереди передвигают (ска­
жем, фишку) по некоторому ориентированному графу. При 
зтом ход означает передвижение фишки из одной вершины 
в другую по некоторой (направленной) дуге графа. Выигры­
вает тот, кто первьiм достигнет заранее оговоренного под­
множества множества всех вершин (например, множества 
концевых вершин графа). Все игры этого типа называются 
играми Ним (или играми типа Ним). Они представляют со­
бой обобщение игры Фан-Таи. 

П р и м ер 1.2.4. Рассмотрим некоторый дискретный слу· 
чайный управляемый процесс следующего типа. Пусть н 
каждой точке х фазового пространства Х допустимо множ('­
ство управленИй И. (х). Пусть, кроме того, известно, что если 
выбрано управление и Е U (х), то фазовая точка х перехо­
дит в некоторую точку х' множества V(x, и). Процесс начи­
нается в .заданном исходном состоянии ХА и заканчивается 

по достижении некоторой точки из заданного множества 
Хо с Х. В зависимости от окончательного состояния опреде­
ляется выигрыш. Если мы будем считать случай, реализую­
щий выбор х' е V(x, и), противником оптимизирующей сто­
роны 1), то возникает антагонистическая терминальная игра 
с множеством позиций 

P=XU {(х, u)lx Е Х, и Е V(x)} 
и динамикой игры 

ух=.{(х, и) 1 и Е U (х)},} 
ХЕ Х'\Х0, 

у (х, и)== {х' 1 х' е V (х, и)} ' 

ух= 0, хе Хо. 

•) Сказанное, разумеется, имеет смысл лишь тогда, когда о вероят• 
ности, с которой осуществляется выбор х' е V(x, и), f!ЩI н11чеrо неизвест• 
но, или известно «~ишком мало;.. 
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Идея рассмотрения динамических случайных процессов 
управления с позиций теории антагонистических игр восхо­

дит к Н. Н. Воробьеву [3]. 
Поскольку в наших примерах бесконечные партии допу· 

скаются, необходимо обратить внимание на два следующих 
nринципиально различных типа задач. 

1. Требуется достижение некоторого окончательного со­
стояния (например, именно это означает более или менее 
благоприятное осуществление замысла). 

2. По возможности не должно достигаться никакое окон­
чательное состояние (например, в противном случае происхс· 
дила бы авария заданных масштабов). 

l(ак мы увидим в гл. 3, эти две постановки задачи не эк· 
вивалентны и даже различны по сложности анализа. 

П р и м е. р 1.2.5. Один из первых чемпионов мира по 
шахматам Эм. Ласкер описал в [1] следующую игру Фан­
Тан трех лиц: три игрока ходят в циклическом порядке так 
же, как в игре Фан-Тан. Тот, кто делает последний ход, вы­
игрывает у своего предшественника, а с последующим до­

стигает ничьей. Если предположить, что игроки ходят в по­
следовательности 1, 2, 3 и Хо = (О, ... , О), то функцию выиг­
рыша можно представить здесь в следующем виде~ 

Н (х0 , 1) =(О, - 1, + 1), 

Н(х0, 2)=(+ 1, 0,-1), 
Н (хо, 3) = (- 1, + 1, О). 

§ 1.3. Стратегии, ситуации, функции выигрыша 

Рассмотрим произвольную терминальную игру Г == 
= (Р, у, Н, п). 
Определение 1.3.1. Стратегией игрока l в игре Г на­

зывается отображение s1:· Р1-+Р, для которого s,{p)e ур 
при любом ре: Р1. 

О n р еде л е н и е 1.3.2. Ситуацией в игре Г называется 
отображение s: Р"-Ро-+ Р, для которого s (р) е ур при лю­
бом р е Р"-Ро. 

Стратегию s1 можно интерпретировать как план действий 
игрока i: как он будет ходить в каждой позиции (а именно 
из р в s1 (р)). Если игрок i решает делать ходы в соответствии 
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со стратегией Si, то будем говорить, что он применяет 
стратегию Si. Каждый п-набор стратегий (s1, ••• , sn) опре­
деляет ситуацию s посредством равенства 

s(p) = s1 (р), если р Е Р1 , 

и обратно. Поэтому мы будем отождествлять ситуацию s 
с соответствующим п-набором стратегий (s 1, ••• , sп) и гово­
рить, что складывается ситуация s, если каждый игрок l 
использует стратегию Si. 

Пусть, наконец, S; и S :__соответственно множество всех 
стратегий игрока i и множество всех ситуаций в игре Г. 

Если в ситуации s игрок i заменит свою стратегию Si на 
стратеги.ю ti, то мы будем обозначать новую ситуацию через 
sllti, т. е. полагать 

s 11 /1 = (s1 •... ' S1-1. t1. Si+I• ••• ' Sп). 

Если аналогично s и t - две ситуации, а К - некоторое под­
множество множества игроков / = {1, ... , п}, то slltк будет 
ситуацией с компонентами вида ti для i е: К и вида Si для 
iфК. 

Пусть теперь задана произвольная начальная позиция р 
и складывается ситуация s. В этом случае партия опреде­
пяется однозначно: одна за другой появляются позиции 

(1) р, s (р), s (s (р)), .... 

Последовательность ( 1) мы будем обозначать через 
F (р, s), а множество всех позиций, встречающихся в последо­
вательности F (р, s), - через Р (р, s). 

Заметим, что множество Р (р, s) может оказаться конеq­
ным, хотя последовательность F(p, s) при этом даже не обя­
*ана обрываться (например, если s (р) = р). Далее очевидно, 
что последовательность F(p, s) конечна тогда и только тогда, 
когда Р (р, s) n Р0 =1= 0; во всех случаях это пересечение не 
более чем одноэлементно. 

Положим, наконец, 

D(s)={pe:P/P(p, s)ПРо+ 0}, 
D-1 (р) = {s Е S /р Е D(s)}. 

Если р е: D (s), то обозначим единственный элемент мно• 
жеетва Р(р, s)П Р0 через Ро(Р, s). Далее пусть 

hl (р, s) = {- оо, если р ф D (s), 
Н1 (Ро (р, s)), если р Е D (s); 

+ { + оо, если р ф D (s), 
hi (р, s) = Н 1 (р0 (р, s)), если р Е D (s), 
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Если ситуация s в условиях начальной позиции р приво• 
дит партию к концу, то h/ (р, s), как и ht (р, s), приписьiвают 
игроку i соответствующий выигрыш. 

Имеют место следующие равенства: 

(2) h/ (р, s) = Jit(p, s) = Н 1 (р) V р Е Ро, 

(3) h/ (р, s) = h/ (р', s) Vp' ЕР (р, s), 

(4) ht (р, s) = ht (р', s) Vp' ЕР (р, s). 

§ 1.4. Концепции решений 

Поскольку мы предполагаем терминальные игры бескоа­
лиционными, т. е. каждый игрок выбирает свою стратегию 
независимо от остальных, в качестве решений мы рассматри­
ваем ситуации равновесия. При этом мы будем различать 
локальные и глобальны е ситуации равновесия, в за• 
висимости от того является ли начальная позиция фиксиро­
ванной или переменной, а также с ил ь н ы е и с л абы е 
в связи с бесконечными партиями. Разумеется, все эти опре­
деления формулируются в терминах, относящихся к заданной 
игре Г = (Р, у, Н, п). 

Определен и е 1.4.1. Ситуация s называется локальной 
слабой ситуацией равновесия для позиции р, если существует 
такая позиция Ро = Ро(р) е Ро, что 

(D 1) Рое Р (р, s), если р Е D (s); 

(D2) h/(p, sllt1)<H1(po) ViE/, VtieS1. 

В дальнейшем термин «ситуация равновесия» мы будем 
сокращенно записывать как СРВ. 

О п р еде л е н и е 1.4.2. Ситуация s называется локаль­
ной сильной СРВ для позиции р, если 

ht (р, s 11 /1) < hl (р, s) Vi е/, Vt1 =.81. 

О п р еде л е н и е 1.4.з.· Ситуация s называется глобаль­
ной слабой (сильной) СРВ, если она является локальной 
слабой (сильной) СРВ одновременно для всех позиций. 

Определение 1.4.4. Если s - глобальная слабая СРВ 
и f - отображение, которое ставит в соответствие каждой по­
зиции р такой элемент f (р) Е Ро, что р0 = f (р) обладает свой­
ствами (D 1) и (D 2) из определения 1.4.1, то f называется 
Фvнкцией равновесц.я (}ля $. 
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Переходя к интерпретации различных вариантов понятий 
решения, начнем с локальной сильной СРВ s для позиции р. 
По определению функций h+ ,и h- она обладает тем свойст­
вом, что порождает некоторую конечную партию с началь­

ной позицией р и никакой игрок, если он отклонится от этой 
ситуации в одиночку, не сможет добиться того, чтобы партия 
стала бесконечной. Кроме того, эта ситуация приемлема для 
каждого игрока, т. е. ни один игрок i не может увеличить 
свой выигрыш, применяя какую-либо другую стратегию f1, 
пока остальные игроки придерживаются своих старых стра­

тегий. 
Интерпретация локальной слабой СРВ s существенно 

опирается на соответствующую ей позицию р0• Последняя 
должна быть объективной (т. е. совпадать с фактически до­
стигнутой окончательной позицией) в случае, когда s порож­
дает конечную партию с начальной позицией р. Она, кроме 
того, должна быть приемлемой в том смысле, что никакой 
игрок i не может с помощью стратегии f1 - пока остальные 
игроки придерживаются своих стратегий - добиться конеч­
ной партии, которая дала бы ему выигрыш, больший, чем 
Н1 (Ро). Если ре: D (s), то окончательную позицию р0 (соот­
ветственно вектор выигрышей Н (р0)) можно рассматривать 
как приемлемый для всех игроков компромисс. Функция рав­
новесия f для глобальной слабой ситуации равновесия s ста­
вит в соответствие каждой позиции некоторый возможный 
относящийся к s компромисс. 

Заметим, что каждая локальная сильная СРВ является 
одновременно и локальной слабой СРВ для соответствующей 
позиции. 

§ 1.5. Частные классы терминальных игр и графов 

Терминальные игры, очевидно, можно классифицировать 
с существенно различных точек зрения. Мы ограничимся 
здесь только перечислением некоторых важнейших классов. 
(Дальнейшие классы терминальных игр будут приведены 
в последующих главах.) 

1. Терминальная игра называется антагонистическоtl, 
если п = 2 и Н1 (р) = -Н2(р) для всех р Е Р0• 

2. Терминальная игра называется игрой с дискретными 
выигрышами, если множество Н (Ро) = {Н (р) 1 ре: Р0} конечно. 

3. Терминальная игра называется локально конечной о 
позиции р, если каждая начинающаяся в р партия конечна; 

нrра называется локально конечной, если все партии ~онечнЬJ 
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(по поводу определений «локальной конечности» и «локаль­
ной ограниченности» см. также книгу Бержа [ 1]). 

4. Терминальная игра называется локально ограниченной 
в позиции р, если существует такое натуральное число N (р), 
что каждая начинающаяся в р партия обрывается не более 
чем через N(p) ходов; игра называется локально ограни­
ченной, если существует конечная верхняя грань длин всех 
допустимых партий. 

Будет ли терминальная игра Г = (Р, у, Н, п) локально 
конечной (ограниченной) или нет, зависит, очевидно, только 
от определенной на Р динамики игры у. Мы будем называть 
пару (Р, у) графом позиций игры Г. Фактически мы можем 
представлять себе (Р, у) как некоторый (ориентированный) 
граф, вообще говоря, с бесконечным множеством вершин Р. 
При этом дуга от р к р' проводится тогда и только тогда, 
когда р' е: ур. Таким образом, множество Р0 является мно• 
жеством концевых вершин графа (рис. 1) • 

ро\ 
• р' 

(Р,-у) 

• • 
р" Ро 

Рис. 1. VP = {р', Ро}, ур" = {ро}, ур' = {р}, VPo = (,2). 

Ро р, Р2 Pk 

• 

~1 
• ". 

(P.r) 

• 
р 

Рис. 2. Р = {Р. р0, Рр "· }. VPk..; {Pk_ 1} (k >О), VPo = 0. VP = Р'-.{р}. 

Поскольку, с другой стороны, каждый ориентированный 
граф хотя бы с одной концевой вершиной можно рассматри­
вать как граф позиций некоторой игры Г, мы будем говорить 
о локально конечных и локально ограниченных графах. Граф 
(Р, у) будем называть локально конечным (ограниченным) 
в вершине р, если некоторая терминальная игра (Р, у, Н, п) 
является локально конечной (ограниченной) в вершине р. 
Так, представленный на рис. 1 граф локально ограничен в 
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вершинах р0 и р", но не локально конечен в р и р'. Локально 
конечный, но не локально ограниченный в вершине р граф 
представлен на рис. 2 1). 

§ t .6. Локальная конечность и порядок графа 

Установим один важный критерий локальной конечносrп 
и локальной ограниченности графа (Р, у). Мы покажем, что 
различие между этими двумя понятиями исчезает, если в ка· 

честве верхней грани длин партИй вместо натуральных чисел 
допускаются трансфинитные числа. Идея приписывать каж­
дой вершине порядковое число, представляющее длину не­
которой партии, восходит к Кальмару [1]. Следующая ниже 
теорема 1.6.1 в приведенном здесь виде была сформулиро­
вана и доказана Бержем [1]. 

Рассмотрим предварительно отображение у+ («верхнее об­
ращение» отображения у): 

v+: 2Р-+ 2Р; v+ А= {ре Р /vp с: А} (Ас:Р) 

и последовательно построим для каждого порядкового числа 

а следующие множества: 

(D 1) Qo = Ро; 
(D 2) Qa = y+Qa-1, если у а есть предшественних а-1: 
(D 3) ~а = U Qp, если у· а нет предшественника и а > О. 

f}<a 
Поэтому для каждого порядкового числа а имеет место ра­
венство 

О п р е д е л е н и е 1.6.1. Порядковое число ~о называется 
порядком графа (Р, у), если Р = Qa0 и Р + Qa для всех 
c:t < ао. 

Так, например, согласно этому определению, граф, изо· 
браженный на рис. 1, не имеет порядка, поскольку Q0 = 
= {ро}, Q, = {ро, р"} и Qa = Q, для а > J _ Для графа на 
рис. 2 

Qk = {ро, · · · , Pk}, Р = Qон 
rде, как обычно, ro - порядковый тип естественно упорядо­
ченного множества натуральных чисел. Таким образом, этот 
rраф имеет порядок ro. 

1} Этот пример заимствован у Бержа (1]. 
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Т е о р е м а 1.6.1 (Берж). Граф (Р, у) имеет порядок 
тогда и только тогда, когда он локалы-ю конечен. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть граф (Р, у) имеет порядок 
а0• Рассмотрим произвольную последовательность таких вер· 
шин {р1} t=1, 2, ...• что для каждого t имеет место Р1+1 е ур1. 
Тогда для каждого t найдется наименьшее порядковое число 
а (t), для которого Pt Е Qa<t>· 

Из ( 1) следует, что а ( 1) > а (2) > . . . . Поскольку лю· 
бая убывающая последовательность порядковых чисел ко· 
нечна, последовательность {Pt} не может быть бесконечной. 
Следовательно, граф (Р, у) локально конечен. 

Предположим теперь, что граф (Р, у) не имеет порядка. 
Тогда для достаточно большого порядкового числа а0 1) 

Qa.o = Qa.o+l И р '\ Qa.o ;/= 0. 

При ре Р '\ Qa.0 мы получаем VP П (Р '\ Qa.0) ;/= 0. Таким об· 
разом, имеет место VP '\ Qa.0 =/= 0 Vp е Р '\ Qa.0• Это означа· 
ет, что в Р '\ Qa.0 существует бесконечная последовательность 

связанных дугами вершин {р1}1-1, 2, ". и граф (Р, v) не явля· 
ется локально конечным. 

Значение этой теоремы состоит в том, что она дает воз­
можность для локально конечных игр или графов доказы· 
вать различные утверждения трансфинитной индукцией по 
порядку графа. 

§ 1.7. Задачи 
t. Доказать, что в локально конечной терминальной игре каждая ло· 

капьная (глобальная) слабая СРВ является локальной (глобальной) силь­
ной СРВ. 

2. Доказать, что граф, локально ограниченный в каждой своей вер· 
шине, не обязан быть локально ограниченн1>1м. 

3. Пусть терминальная игра Г = (Р, у, Н, п) локально ограничена 
в позиции р. Последовательно образуем множества 

и для любого подмножества А с:: Р положим 

у+А =={ре Р \ Ро 1 'УР с:: А}. 

Доказать, что тогда существует такой индекс k, что ре Р". 
Остается ли это утверждение в силе, если игра Г локально коиеч• 

на в р? 

1) Это утверждение строго доказывается в § П.3 приложения. 
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4. Пусть Г и Г' - две терминальные игры, которые отличаются только 
функциями выигрыша Н и Н'. Пусть для любых окончательных позиций 
Р1 и р2 и каждого i е / выполняется условие 

н, (Р1) < н, (Р2) ~ н~ (Р1) < н~ (Р2)· 
Доказать, что тогда игры Г и Г' имеют одинаковые ситуации равновесия. 

5. Найти локально сильные СРВ в игре Фан-Таи (пример 1.2.1) с на· 
чальноА позицией ((1, 3, 4), 1). 

6. Построить терминальную игру, не имеющую глобальных слабых 
СРВ. 

7. Явпяются пи шахматы .11ока.11ьно конечной игрой? 



2 

Игры Ним 

Игры Ним 1) принадлежат к числу первы~ математически 
исследованных игр. Баше де Мезирак в своем изданном 
в 1612 г. сборнике математических развлечений [ 1] описы­
вает следующую задачу: два игрока по очереди называют 

числа от нуля до десяти, прибавляя их к сумме уже назван· 

ных чисе.11. Выигрывает тот, кто первым доведет эту сумму 
до ста. 

Эта задача принадлежит классу игр типа Ним, которые 
9кс-чемпион мира по шахматам Эм. Л аскер [ 1] называл 

«математическими состязаниями». Наиболее известным пред• 

ставителем таких игр несомненно является игра Фан-Тан. 
Именно она с ее оригинальным решением явилась исходным 
пунктом исследований Баутона [l] (1902 г.) и Мура [l] 
(1910 г.), которые затем были в некотором смысле завер· 
шены Гранди [l] (1939 г.) при помощи введенного им ото· 
бражения, называемого ныне ф у н к ц и е й Г р а н д и. 

Формально игра Ним определяется некоторым произволь­

ным (ориентированным) графом (Х, у) с непустым множе· 
ством концевых вершин Х0 • Мы определяем партию игры 

следующим образом: если задана вершина х1 Е Х, то игрок 1 
должен выбрать некоторую вершину х2 е: ух1 • После этого 
ходит игрок 2, который выбирает вершину х3 Е ух2; затем 
снова делает ход игрок l и т. д. Это продолжается до тех 
пор, пока не будет достигнута какая-либо вершина Xk 6 Хо 
(с '\'Xk = 0). Проигрывает по условию тот, кто не имеет 
боJ1ьше хода, причем независимо от достигнутой концевой 

вершины (соответственно выигрывает сделавший последний 
ход), 

Таким образом, игра Ним является частным случаем 
терминальной игры с дискретным выигрышем и графо111 

1) См. по этому поводу, например, Витгофф [!], Венсон [!], Гутьер· 
рее [!]; автор следует написанию Ласкера [ 11- Nlmmsple\.' [При этом 
получается непереводимая игра слов: Nimmspie[ дословно означает «игра 
"возьми"». - Ред.] 
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позиций (Р, у') следующего вида: 

Р=={(х, i)/xe:X, ie{l, 2}}, 

v' (х, i) ={(у, j) 1 у е: vx. i =1= i}, 
Р, = {(х, i) /хе: Х '\Хо}. 

Ро={(х, i)/xe:X0, ie:{l, 2}}. 

Функцию выигрыша Н будем представлять в следующей 
форме: 

Н (х, 1) == (- 1, + 1), Н (х, 2) == (+ 1, - 1) Vx е1 Х0о; 

тем самым игра оказывается антагонистической. Мцожества 
стратегий S1 и S2 обоих игроков здесь совпадают. Мы отож· 
дествляем их с множеством всех тех отображений s множе­
ства Х"Хо в Х, которые удовлетворяют условию s (х) а -ух 
для каждого х е: Х"Хо. 

Основная проблема теории игр Ним состоит в нахожде­
нии ситуаций равновесия в таких играх, которые состав­
ляются из нескольких игр по определенным правилам. Так, 
можно представить себе, что игра Фан-Таи состоит из т игр 
Фан-Таи с единственной вазой в каждой игре при условии, 
что ход следует делать ровно в одной из этих игр. Естествен· 
но ожидать, что обладания определенной информацией о вер· 
шинах «игр-компонент» окажется достаточным для нахож­

дения разумных стратегий в игре в целом. В § 2.2 и 2.3 мы 
исследуем, какой должна быть эта информация для игр­
сумм и игр-произведений. В частности, мы покажем 1), что 
функция Гранди, вообще говоря, непригодна для решения 
игр-сумм порядка р (вопреки одному утверждению Вержа 
из [1]). 

В § 2.1 мы обратимся к описанию глобальных ситуаций рав• 
новесия посредством некоторого разбиения (в ы игр ы ш но • 
пр о игры ш ног о р а з б иен и я) множества вершин Х. 
Этот параграф носит подготовительный к § 2.2 характер и 
дополняется п. 2.3.2, относящимся к существованию глобаль­
ных (сильных и слабых) ситуаций равновесия. 

В целом же в данной главе мы затронем лишь некоторые 
вопросы, касающиеся теории игр Ним. Как можно ус.мот· 
реть из приведенной литературы, имеется значительное число 
исследований этого интересного класса игр, а также много­
численных конкретных игр Ним (в частности, различных мо­
дификаций игры Фан-Тан и соответственно игры Ним), в под­
роdиости которых мы не можем эдесь вдаваться. Хороший 

1) Речь идет о теореме 2.2.4. - Прим. ред, 
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обзор развития теории игр Ним был сделан Смитом [l]. Не­
которые «игры Ним п лиц» исследовались Гутьерресом [2] 
и Куммером [1]. 

§ 2 .1. Глобальные ситуации равновесия 
и выигрышно-проигрышное разбиение 

Для того чтобы охарактеризовать глобальные ситуации 
равновесия, рассмотрим прежде всего уже описанную игру 

Фан-Тан (пример 1.2.1). Поскольку эта игра локально ко­
нечна, сильные и слабые ситуации равновесия совпадают. 

Ясно, что при определенных распределениях фруктов в т 
вазах начинающий проигрывает, если только его противник 
ходит разумно (например, при распределении (3, 2, 1, О, ... 
. . . , О)), тогда как в других случаях он всегда может умелой 
игрой обеспечить себе выигрыш (например, при (2, 1, 1, О, ... 
. . . , О)). Поэтому напрашивается предположение, что в игре 
Фан-Тан каждая вершина х является либо «проигрышной», 
либо «выигрышной», т. е. множество вершин Х разбивается 
на два множества: проигрышных и выигрышных вершин. 

Если мы обозначим эти множества соответственно через Xv 
и Ха 1), то должны быть справедливы следующие утвержде­
ния: 

ХаПХv=0, 

X0 UXv=X, 

х Е Ха~ ух n Xv :::/= 0 (тот, кто делает ход в выигрыш­
ной вершине, имеет возможность предоставить противнику 
проигрышную вершину) и 

х Е Xv ~ух n Xv = 0 (тот, кто вынужден ходить в про­
игрышной вершине, предоставляет своему противнику только 
выигрышные вершины). 

В описанной обстановке разумная стратегия каждого иг­
рока состоит в том, чтобы каждый раз, как только это воз­
можно, предоставлять своему противнику проигрышные вер­

шины. 

В действительности с помощью нахождения разбиения 
(Ха, Xv) множества вершин Х можно решать не только игры 
Фан-Тан, но и любую локально конечную игру Ним. Иными 
словами, справедлива следующая теорема. 

1) Индекс V - от немецкого Verlust (проигрыш), а G - от Gewinn 
(выигрыш). - Прим. перев. 
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Т е о р е м а 2.1. l (Берж). Множество вершин Х каждой 
локально конечной игры типа Ним (Х, у) допускает един­
ственное разбиение на два множества Ха и Xv, для которых 

1) xe:X0 =>vxПXv =1= 0, 
2) хе: Xv 9vxn Xv = 0. 

Кроме того, ситуация s = (s1, s2) этой игры является гло­
бальной ситуацией равновесия тогда и только тогда, когда 
каждая стратегия s1 (i = 1, 2) удовлетворяет условию 

3) s1(x)e:Xv Vxe:X0 • 

До к а з а тел ь ст в о этой теоремы, которая является 
следствием из теорем 2.3.2 и 2.3.3, мы предоставляем чита­
телю. 

Определение 2.1.1. Разбиение (Ха, Xv) множества 
вершин Х (произвольной) игры Ним (Х, у) называется выиг­
рышно-проигрышным разбиением (сокращенно В-П-разбие­
нием), если оно удовлетворяет условиям 1) и 2). 

Множество Xv характеризуется этими двумя условиями 
как подмножество множества Х, обладающее следующим 
свойством: 

xeXv<=Ф-vxПXv= 0. 

В терминологии, принятой в теории графов, такое подмно­
жество называется ядром графа (Х, у). Такие «ядерные мно­
жества» играют центральную роль в теории кооперативны1t 

игр в силу того, что они определяют решения по Нейману 
и Моргенштерну, поскольку (Х, у) является «графом доми­
нирования» 1). 

В игре Ним, не являющейся локально конечной, можно 
исходя из выигрышно-проигрышного разбиения найти непо­
средственно глобальные слабые ситуации равновесия. 

Теорема 2.1.2. Пусть (Ха,Хv)-выигрышно-проигрыш­
ное разбиение некоторой игры Ним (Х, у). Тогда каждая си­
туация s = (s1, s2), в которой стратегии s1 удовлетворяют 
условию 3), является глобальной слабой ситуацией равнове­
сия, и функция равновесия f для ситуации равновесия s мо-

1) С развитием теории кооперативных Игр в неi! приобретает значение 
И проблематика, не связанная с решением по Нейману - Моргенштерну; 
сы. в связи с этим обзорную статью А. И. Соболева [ 1 J •. - Прим. ред. 
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жет быть построена на основании правила 

f (х, i) Е Р ((х, i), s) П Ро V (х, i) Е D (s), 

f (х, i) = {(х0 , ~), если х Е Х0, V (х, i) ф D (s). 
(х0 , t), если х Е Xv 

Здесь j ::/= i, а Хо - произвольная вершина в Х0• 

До к аз ат ель ст в о. Пусть х Е Ха. Если партия начи• 
нается с позиции (х, i) и игрок i применяет стратегию s, 
удовлетворяющую условию 3), то его противник j в силу пер­
вых двух условий будет делать ходы только в тех вершинах 
у, которые лежат в Xv. При этом безразлично, какую именно 
стратегию использует игрок j. Если разыгрывается конечнаst" 
партия, то тем самым выигрывает игрок i и 

h/((x, i), si' t1)~H1 (f(x, i))=-1 Vt1 ES1• 

С другой стороны, должны выполняться неравенства 

h/ ((х, i), tl' s1) :=::;;; 1 = Hi (f (х, i)) Vtt Е St· 

Тем самым условие равновесности (D 2) из определения l .4.1 
удовлетворяется для всех позиций (х, i) с х Е Ха. 

в случае х Е Xv, в силу того что ух n Xv = f?J, мы ана­
логично получаем остальные соотношения: 

h/ ((х, i), t 1, s1) :=::;;; - l = Н 1 (f (х, i)) 

h/((x, i), s1, t1) :=::;;; + l=H1(f(x, i)) 

Из теоремы 2.1.2, в частности, следует, что в игре Ним 
с выигрышно-проигрышным разбиением (Ха, Х v) игрок не 
может проиграть, если он начинает с хода в вершине из Ха 
и при этом каждый раз переводит игру в вершину из Xv. 

Правда, в играх, не являющихся локально конечными, 
нельзя гарантировать ни существования, ни единственности 

выигрышно-проигрышного разбиения. В этом можно убедить· 
ся на примере графов, изображенных на рис. 3. 

Из дальнейшего будет видно, что в тех случаях, когда 
выигрышно-проигрышного разбиения не существует или же 
оно неизвестно, глобальные слабые ситуации равновесия 
можно задавать с помощью функции игры, которая ставится 
в соответствие каждой игре Ним. 

Рассмотрим теперь некоторую локально конечную игру 
Ним (Х, у). Согласно теореме 2.1.l, задача нахождения гло­
бальной ситуации равновесия эквивалентна в этом случае 
нахождению выигрышно-проигрышного разбиения. Принци­
пиально эта задача разрешима, хотя в общем случае, как 
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f(V) 

.,·~ ----~---,: ····---·---(/\~. ~~ . , v 
g(v) 

с 

Рис. 3. а - нет В·П-раэбиения; Ь - два В·П·раэбиения; с - ровно одно 
В·П·раэбиение, функции Гранди нет. 

показывает уже игра Фан-Таи, далеко не проста. Напраши­
вающийся конструктивный метод состоит в том, чтобы, начи­
ная с концевых вершин графа, рекурсивно расширять мно­
жества уже известных выигрышных и проигрышных вершин. 

Шаг 1. Положим М0 =Х0 (очевидно, что Moc:Xv). 
Шаг 2. Пусть для любой вершины из множества Mk уже 

известно, принадлежит ли она Xv или соответственно Ха. По­
строим Mkv = Xv П Mk, Mka =Ха П Mk и положим 

А= {х Е х '\ Mk 1 vxc:MkQ}, 
В={хе: Х '\Mk lvxПMkv'760}. 

Тогда Ac:Xv и Вс:Х0 • 
Шаг 3. Положим 

Mk+1 =MkU А U В. 

Сформулированные (после шага 2) утверждения А с Xv 
и В с: Ха легко проверяются. А именно, из х Е А следуе1 
ух с: Ха и соответственно ух n Х v = 0. В силу условий 1), 2) 
и того, что множества Xv, Ха образуют разбиение Х, полу-
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чаем х Е х V· Из х Е в следует vx n х v * ef, и тем самым 
ХЕ Ха. 

Убедимся далее в том, что Мн1 = Mk только в случае 
Mk = Х; иначе говоря, если мы еще не знаем всего разбие­
ния (Х v, Ха), то на каждом шаге мы получаем новую инфор­
мацию. Если Мн1 = Mk и X"'-Mk-=!= е5, то, следовательно, 
ух П (X"'-Mk)-=!= е5 для всех х Е X"'-Mk. Это означает, что су­
ществует некоторая партия, которая начинается в вершине 

х Е X"'-Mk и никогда не обрывается, если игроки выбирают 
вершины только из X"'-Mk. Это противоречило бы нашему 
предположению о локальной конечности игры (Х, '\'). 

Если не обращать внимание на технические сложности, 
которые могут встретиться на каждом шаге определения 

множеств Mk, то остается открытой еще одна проблема: 
в игре (Х, '\'), не являющейся локально ограниченной, может 
случиться, что Mk r:/= Х для любого натурального k, т. е. 
после каждого шага остаются вершины, которые мы не мо­

жем еще назвать ни выигрышными, ни проигрышными. В это\1 

случае по уже известным подмножествам Mkv и Mka необхо­
димо индуктивно определить вид всего разбиения (Xv, Ха). 
Этот шаг напоминает нахождение формулы суммы бесконеч­
ного ряда на основании известного конечного числа «частич­

ных сумм». Он не поддается формализации. 

§ 2.2. Функция Гранди и суммы порядка р 

2.2.1. Обоснование и результаты в конечном случае 

Центральный вопрос этого и следующего пунктов таков. 

В чем состоит простейший способ определения выигрыш­
но-проигрышного разбиения игры Ним, сконструированной из 
нескольких заданных игр Ним? 

Для того чтобы ответить на этот вопроа, мы должны точ. 
но фиксировать, как именно эта игра конструируется из за­
данных игр. 

Пусть (X1,v1), t= l, 2, "., т,-произвольные игры 
Ним. Мы построим новую игру Ним (Х, v), предположив, что 
каждый игрок обязан ходить одновременно не менее чем 
в одной и не более чем в р (l < р < т) играх (Х1, v1). Игру 
(Х, v) назовем суд1мой порядка р игр (Х1, v1) и будем обо­
значать ее через 

т 

(Х, у)= k(p) (Xt, уе). 
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Формально игра (Х, у) определяется следующим образом: 

т df 
Х=-=ПХ1 =={х=(х1 , •• " Xт)lxteX1 , t==l, •• " т}, 

t-1 

'VX= U {ye:X/YtEVtXt vte:M, Yt-Xt VtфM}. 
M<;:{I, ••• , т} 
l~IM(~p 

Сумму порядка 1 будем для краткости называть просто 
«суммой». Она характеризуется. тем, что ходить нужно ровно 
в одной из игр. 

Сумма порядка р представляет собой коммутативную 
операцию над играми Ним. Каждая игра, множество вершиtI 
которой содержит только концевые вершины, является нуле­
вым элементом относительно этой операции. Кроме того, при 
переменном т сумма ассоциативна. 

Один из достойных ана.11иза подходов к определению вы­
игрышно-проигрышного разбиения игры-суммы порядка р 
мог бы заключаться в нахождении правила, по которому это 
разбиение строилось бы по соответствующим разбиениям 
«слагаемых» [например, в случае т = 2 для суммы локаль­
но конечных игр (Xt, '\'t): 

Х1 Е X1v Л Х2 Е X2v => (х1, Х2) е Xv, 

Х1 Eiiё х 10 л Х2 Е Х2а => (х1, Х2) еХ al· 
Однако, если отвлечься от некоторых частных случаев, та­
кого всеобщего правила нет: для того чтобы определить, яв­
ляется ли в игре-сумме фиксированного порядка вершина 
(х1, Х2, ... , Хт) проигрышной или нет, нужно знать о верши­
нах Xt существенно больше, нежели только множества выиг­
рышно-проигрышного разбиения, которым они принадлежа·г. 
Необходимая информация о вершинах Xt будет в игре-сумме 
представляться значениями функции Гранди - отображения, 
ставящего в соответствие каждой вершине локально ограни­
ченной игры некоторую вершину элементарной игры Фан­
Тан 1), представляемую как неотрицательное целое число, э 
каждой вершине локально конечной игры - некоторое поряд­
ковое число. Если образы вершин Xt в игре Фан-Тан являют­
ся проигрышными, то вершина (х 1 , ••• , Хт) лежит в Xv, и 
наоборот. Тем самым мы грубо обрисовали идею, опираю­
щуюся на использование функции Гранди. Отсюда вытекает 
необходимость обратиться к решению игры Фан-Таи и опре­
делению функции Гранди. 

1) Элементарной игрой Фан-Таи мы называем игру Фан-Таи только 
с одной вазой. 
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Предварительно условимся обозначать Л.-ю цифру двоич• 
ной записи произвольного целого неотрицательного числа z 
через dA (z): 

z= L d,..(z) · 2\ 
А-О, 1, 2, ••• 

а остаток от деления z на 2- через [z]mod 2. 

Теорема 2.2.1 (решение игры Фан-Таи; Баутон). Пусть 
Xt (l < t < т)- число фруктов в вазе t. Положим 

F (х) = F (х1 , •• " Хт) = L 2А • [:L dA (xt)] . 
Л t mod 2 

Тогда для выигрышно-проигрышного разбиения игры Фан-Тан 
справедливо 

F(x1, ... , Хт)=О<:=>хЕХу. 

Доказательство. По теореме 2.1.1 достаточно пока· 
зать, что получающееся из условий F(x) =О и F(x) =1= О 
разбиение является выигрышно-проигрышным. Для этого до· 
кажем следующие утверждения. 

(1) Если F (х) =а> О, то существует такое у е утх, 
что F(y)=O. 

(2) Если F (х) =О, то F (y)=l=O для всех у е утх. 

Здесь ym обозначает динамику игры Фан-Таи. Следует от· 
метить, что мы исходим из следующих свойств динамики эле· 
ментарной игры Фан-Таи: 

(а) тот, кто ходит, может произвольно уменьшить число 
фруктов; 

(Ь) тот, кто ходит, обязан изменить число фруктов (он мо· 
жет также его и увеличить!). 

Докажем ( 1). 3 апишем число а в двоичном представле· 
нии а = L d,._ (а) · 2л и положим 

л 

л.0 = max {Л. I d,._ (а)= l}. 

Тогда д.пя некоторого t имеем 
d,._, (xt) = 1. 

Зафиксируем t и положим для Л. < ').О 

Уtл = [dл (а)+ d,._ (xt)]mod .а 
и 

Yt = L 2:1. • Уtл· 
. Л:iiil.' 



Мы получаем, таким образом, что 

Yt < Xt, F (х1, · · ·, Xt-1• Yt• Xt+I• • · ·, Хт) =О, 

и в силу (а) (х1. "" Xt-1• Yt· Xt+I• "" Хт) Е vmx. 
Докажем теперь (2). Поскольку каждый ход изменяет 

хотя бы одну двоичную цифру d.,,,(x1) в точности для одного t 
(см. (Ь) ) , должно быть F (у) =;i= О для любого у 6 ym х. 

Согласно теореме 2.2.l, в игре Фан-Таи число фруктов 
в каждой вазе следует представить в двоичной записи, а за­

тем «сложить» их, не проделывая переноса из одного ра:3-

ряда в более высокий. «Оптимальная» стратегия состоит 
в том, чтобы привести своего противника в такую вершину, 
которой соответствует полученный этим способом нуль. 

Рассмотрим теперь т произвольных игр Ним (Х1, у1) и 
предположим, что каждой вершине Xt t-й игры поставлен:~ 
в соответствие некоторая вершина g1 (х1) элементарной игры 
Фан-Таи, причем так, что 

(а') {О, l, ... , gt (х1) - l}c{g1 (У1) IYt Е V1X1}: 
(Ь') gt (х1) ф {gt (У1) / Yt Е V1X1}. 

т 

Далее, для игры-суммы (Х, v) = L (Х1 , v1) из докаэа-
1-1 

тельства теоремы 2.2.1 вытекают следующие утверждения. 

Если F (g1 (х 1 ), ... , gm (хт)) >О, то существует такой у 

(1') уе: V (Х1, ••• , Хт), ЧТО F (g1 (yi), • · ·, gm (Ут)) =О. 

Если F (g1 (х1), ... , gm (хт))=О, то 

(2') F (g1 (У1) •.. ·, gm (ут)):оl=О VY е V (х1 •... , Хт). 

Это означает, однако, что множества 

Xv={x==(x1, ••• , Xт)/F(g 1 (X1). "., gт(Хт))=О}, 
Ха={х=(х1, ••. , Xт)/F(g1(X1), ••. , gт(Хт))=;i=О} 

образуют выигрышно-проигрышное разбиение игры-суммы 
(Х, у). Одновременно обосновано следующее определение. 

Определение 2.2.1. Отображение g, ставящее в соответ­
ствие каждой вершине х игры Ним (Х, у) некоторое поряд­
ковое число g (х), называется функtfией Гранди игры (Х, у), 
если оно удовлетворяет следующему условию: 

g(x) есть наименьшее порядковое число, не содержащееся 
в множестве {g(y) lu е ух}. 
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Если мы представим g как отображение Р на множество 
конечных порядковых чисел, то ясно, что функция Гранди 
характеризуется соотношениями (а') и (Ь'). Именно так она 
и была впервые определена Гранди [l]. Недостатком этого 
простого определения является то, что не каждая локально 

конечная игра Ним (если она не является локально ограни­
ченной) обладает такой функцией Гранди. Примером может 
служить игра, определяемая следующим образом: 

Х ={у, Хо, Х1, Х2, • • • }, 

vxo = 0, vxk ={хо. Х1, • • ·, xk-1} 
VY ={хо, Х1, Х2, • • • }. 

(k >О), 

Однако в условиях определения 2.2.1 справедлива следую• 
щая доказанная Бержем [2] теорема. 

Теорем а 2.2.2 (Берж). Каждая локально конечная 
игра Ним ид~еет ровно одну функцию Гранди. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1.6.1 локально конеч­
ный граф имеет порядок. На множестве Q0 = Х0 отображе· 
ние g, очевидно, задается на основании определения 2.2.1 
однозначно: 

g(x)=O VxEQo. 

Если g однозначно определено на У= U Qp, то для любого 
Р<а 

х = Qa в силу ухе: U Qp следует, что множество 
Р<а 

{g(y) /у= vx}, 

а тем самым и значение g(x) определяются однозначно. 

Из определения функции Гранди немедленно вытекает 
следствие. 

Следствие 2.2.1. Если g является функцией Гранди 
игры Ним (Х, у), то разбиение 

Xv={xEX/g(x)=O}, X0 =X'-Xv 

является выигрышно-проигрышным разбиением этой игры. 

Заметим, однако, что существование выигрышно-проиг· 
рышноrо разбиения, вообще говоря, еще не влечет существо• 
вания функции Гранди. В этом можно убедиться, обратив­
шись к графу, представленному на рис. 3. 
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Проведенные выше рассуждения показывают, что вы· 
игрышно-проигрышное разбиение игры-суммы (Х, у)= 

т 

= ~ (Х1 , у,) можно определить с помощью функций Гранди 
t=1 

Яt игр (Xt, '\'t), если все они имеют своими значениями конеч· 
ные порядковые числа. В этом случае можно положить 

Xv={xlF(g1(xi), "" gт(хт))=О}, Xa=X\.Xv. 

Более того, нетрудно показать (аналогично доказательству 
теоремы 2.2.1), что функция 

(3) g (х) = F (g1 (xi), ••• , gm (хт)) 

является функцией Гранди игры-суммы. 
Из этого результата следует уже введенная интерпрета· 

ция функции Гранди локально ограниченной игры: функция 
Гранди g1 ставит в соответствие каждой вершине Xt игры 
(Xt, '\'t) вершину g1 (х1) элементарной игры Фан-Таи, причем 
вершина (х1, ... , Хт) в игре-сумме (Х, v) является проиr· 
рышной тогда и только тогда, когда (g1 (х 1 ), ••• , gт(Хт)) 
является проигрышной вершиной в игре Фан-Таи. Таким об­
разом, решение любой локально ограниченной игры-суммы 
с помощью функции Гранди можно свести к решению игры 
Фан-Таи. 

Если же хотя бы одна функция gt приписывает некоторой 
вершине Xt трансфинитное число gt (xt), то принципиально 
здесь ничего не изменяется. Разумеется, мы должны пр11 
этом ввести пригодное для наших целей понятие «дуального 
представления» трансфинитных порядковых чисел. Оно вво· 
дится в следующем пункте. 

2.2.2. ТрансфинитныА случай 

Для того чтобы по известным функциям Гранди (допу· 
екая также трансфинитные) игр (Xt, '\'t) построить функцию 

т 

Гранди игры-суммы L (Xt, у1 ), нам потребуется специаль-
t-1 

ное представление порядковых чисел, которому в конечном 

случае соответствует двоичное разложение. Мы получим его, 
поставив каждому порядковому числу а. во взаимно одно· 

значное соответствие некоторое конечное множество М (а.) 
порядковы,х: чисел. При этом наглядно М (а.) можно пред· 
ставить себе как множество всех отличных от нуля «двоич· 
ных коэффициентов» d,..(a.). Для того чтобы использовать это 
соответствие, «вполне упорядочим» конечные множества по­

рядковых чисел, т. е. определим бинарное отношение, опре· 
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деляющее полное упорядочение на каждом семействе конеч­
ных множеств порядковых чисел. 

О п р еде л е н и е 2.2.2. Пусть М и М' - два произволь­
ных конечных множества порядковых чисел. Будем писать 
М >- М' и говорить, что М больше, чем М' (соответственно 
М' меньше, чем М), тогда и только тогда, когда существует 
такой элемент Лм. М' е: М "'- М', что 

{Л е М' IЛ > Лм, мt}с:М. 

Если множества М и М' состоят только из конечных по­
рядковых чисел, то М > М' тогда и только тогда, когда 

~ 2" > !: 2" 
,_:гм А&М' 

( мы полагаем здесь L, 2" = О) . Отношению > соотнет­
'-е121 

ствует некоторый лексикографический порядок. Оно обл:~­
дает следующими свойствами. 

(Е l) Для произвольных конечных множеств порядковых 
чисел М и М' имеет место одно и только одно из следующих 
утверждений~ 

М=М', М>М', М'>М. 

(Е2) Если М > М' и М' > М", то М > М". 
(ЕЗ) В любом непустом множестве !m, элементами кото­

рого являются конечные множества порядковых чисел, су· 

ществует минимальный элемент. 

Свойство (El) следует непосредственно из определения. 
Транзитивность в (Е2) нетрудно проверить, положив 
Лм. М" = max {Лм. М" Лм,, м11}. Докажем (ЕЗ). Если 0 Е !m, 
то, очевидно, минимальным элементом является ~" ПоэТОl\1У 
предположим, что 0 ф. !m. Выпишем элементы каждого мно~ 
жества М Е !m в порядке их _убывания 

Л~ (М) > Л2 (М) > ... > Л,k (М) (М) 
и положим 

Ч= mfn{Л 1 (М) IM ez 9Л}, 
Wl 1 = {М е Wl IЛ 1 (М) = Л~}, 

Указанные построения возможны, поскольку множество 
{Л1 (М) 1 М Е Wl} как множество порядковых чисел содержит 
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наименьший элемент. В случае {А?} е: 9Л 1 Р·У} минимально в 
9Л по отношению>· Если для k = 1, 2, ... {J..?, ••• , л.g} ф. 
ф. 9.Нk, то положим 

л.g+ 1 = min {Лk+ 1 (М) 1 М е: 9.Нk}, 

9.Нk+I = {М Е 9.Нk 1 л.k+I (М) = Ч+1}. 

Поскольку последовательность порядковых чисел Л?, лg, ... 
строго монотонно убывает, она конечна. Следовательно, 

- { о о} существует такое (натуральное) k, что Лр ... , Л.ii. е: 9.Нk и .. 
следовательно, М = {Л.~, ... , ЧJ минимально в 9.Н. 

В силу свойств (Е 1), (Е2) и (ЕЗ) отношение >" порож­
дает в каждом семействе конечных множеств порядковых 
чисел полное упорядочение. 

Далее, для любого семейства !JЛ конечных множеств по­
рядковых чисел существует наименьшее (в смысле отноше­
ния >) среди всех конечных множеств порядковых чисел, 
не принадлежащих !JЛ. А именно, существует такое конечное 
множество порядковых чисел М, что М ф. !JЛ, поскольку нет 
множества всех кщ1ечных множеств порядковых чисел (ибо 
сами порядковые числа множества не образуют). Следователь­
но, мы можем образовать множество !JЛ0 = {M'IM > М', М' -
конечное множество порядковых чисел, М' ф. !In}, которое 
имеет наименьший элемент~ этот элемент и является иско­
мым множеством. 

В заключение наших подготовительных рассуждений при­
ведем правило, по которому каждому порядковому числу :х 

ставится в соответствие одно и только одно конечное мно­

жество М (а.) порядковых чисел, и обратно. 

(D 1) М (О) = 0. 
(D 2) Пусть М (р) уже определено для всех р < а.. Поло­

жим М (а.)= Ма.. где Ма. является наименьшим (в смысле >) 
конечным множеством порядковых чисел, не принадлежащим 

множеству !та. ={М(р) IP <а.}. 
Таким путем мы, например, поJiучаем 

M(I)={O}, М(2)={1}, М(З)={О, 1}, 
М (ro) = {ro}, М (ro + 1) ={О, ro}, 
М (2ro) = {ro + 1}, .... 

Пусть теперь М1 , "" М1, ... , Мт (1 ~ т < оо)-произ­
вольные конечные множества порядковых чисел. Образуем из 
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них множество А= А (М 1 , ••• , Мт) по следующему пра­
вилу: 

А. е: А ~ {t 1 А. Е Mt} содержит нечетное число элементов. 

Наконец, обозначим порядковое число а, однозначно опре­
деляемое равенством М(сх.) =А, через ~(М1 , ••• , Мт). 

При этом множество А, рассматриваемое как композиция 
множеств, коммутативно и ассоциативно, т. е. 

А(М 1 , М2)=А(М2, М 1 ), 
А(М,, .. . , Мт)=А(А(М1 •.. . , Mt), A(Mt+I• .. " Мт)). 

Теперь роль функции F, определенной в теореме 2.2.1, играет 
функция~-

теорем а 2.2.3. Пусть gt (t = 1, ... , т)- произволь­
ные функции Гранди игр (Xt, '\'t). Тогда функция g, опреде­
ленная формулой 

:-
g (х,, ... , Хт) = ~ (М (g1 (х,)), ... , М (gт (Хт))), 

т 

является функцией Гранди игры L (Xt, Vt>· 
t=I 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим игру-сумму через (Х, '\'). 
Необходимо показать, что 

1) для каждого ~. ~ < g (х), существует такой у Е ух, 
что g(y) = ~; 

2) g(y)=#=g(x) 't/yEyx. 
Доказываем 1). Из ~<g(x) следует M(g(x))>M(~). 

Следовательно, в М (g (х)) "'-.М (~) существует такой макси~ 
мальный элемент Л0 , что 

{'А ЕМ(~) l 'A > Л.О}сМ (g (х)). 

Кроме того, хотя бы для одного t должно выполняться усло­
вие л0 ЕМ (gt (х1)). 

Зафиксируем такое t и построим множество 

У= А (М (gt (xi}), м°(g (х)), М (Ю). 

в силу того что 

M(IO=A[M(g1(x1)), ... , M(gt-1(Xt-1)), У, M(g1+1(Xt+1)), ... 
· • •, М (gт (Хт))], 

нам осталось показать только, что существует такой Yt е '\'tXt, 
что М (g1 (Yt)) = У. В силу выбора Л0 должно быть 

М (g (х)) '\{'А l 'A ~ А.0} = М (~) '\ {Л 1 А. :5 д.0}, 
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а по определению У 

У'\ {Л. I Л. :S: Л.0} = М (gt (xt)) '\ {Л. I Л. < Л.0}. 

Далее, л.0 е: М (gt (xt)) '\У, откуда мы получаем 

М (gt (xt)) >У, 

а в случае У= М (ct) еще и g1 (xt) > ct. Поскольку g1 - функ­
ция Гранди, тем самым установлено существование такого 
Yt Е "(tXt, что М (g1 (Yt)) = У. 

Утверждение 2) очевидно, так как каждый ход в игре· 
сумме изменяет в точности одно множество М (g1 (х1)). 

Поскольку в играх-слагаемых функции Гранди сущест­
вуют, то независимо от того, принимают ли эти функции 
конечные или трансфинитные значения, из последней тео­
ремы в качестве следствия мы получаем существование функ­
ции Гранди в игре-сумме. Если все g1 (xt) конечны, то функ­
ция g из теоремы 2.2.3 совпадает с функцией, описанной ра­
венством (3); см. п. 2.2.l. Таким образом, функции~ и F пе­
реходят одна в другую. 

2.2.3. Границы применения функций Гранди 

В двух предыдущих пунктах было установлено, что зна­
ния функции Гранди каждой из игр-слагаемых (Xt, у1) доста­
точно для нахождения выигрышно-проигрышного разбиения 

и тем самым разумных стратегий для игры-суммы L (Xt, у,). 
t 

Мы даже получаем снова функцию Гранди этой игры. 
Если представить себе другие возможности компониро­

вания игр Ним, то естественно возникает вопрос, можно ли, 
руководствуясь только значениями функции Гранди на вер­
шинах Xt в отдельных играх, определить, является ли соот­

ветствующая вершина х = (х 1 , ••• , Хт) игры в целом про­
игрышной или выигрышной. Здесь этот вопрос будет рас­
смотрен для игр-сумм порядка р (р > l). Результат, кото­
рый мы получим, состоит в том, что в случаях р = т и р = 
= т - l ответ на этот вопрос положителен, а в случаях l < 
< р < т - l отрицателен. Кроме того, мы увидим, что для 
l < р < т, вообще говоря, невозможно вычислить какую-

m 

либо функцию Гранди игры-суммы L (р) (Х t• у1), исходя из 
t-1 

функций Гранди g1 отдельных игр. Эти негативные резуль­
таты остаются верными и в том случае, когда все рассматри· 

ваемые игры локально ограничены. 
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Пусть N - множество всех неотрицательных целых чисел, 
и пусть 

Nт=Нс1, .. " Cт)/ckeN, k=l, "., т}. 

Теорем а 2.2.4. Для игры-суммы порядка р имеют место 
следующие утверждения. 

(а) Если g1 (t = 1, "" т)-функцииГранди игр (Xt, '\'t), 
то множества 

x~-I = {(xl' ".' хт) 1 gl (х1) == ". = gт (хт)}. 
х7:-1 = х 'х~-1 

образуют выигрышно-проигрышное разбиение игры 

т 

(Х, v) = L(m-l)(Xt, vt). 
t=I 

а множества 

X'g= {(xl'. ", хт) \ g1 (х1 ) = . "= gт (хт) =О}, 
Х7]=Х \.Х'; 

- выигрышно-проигрышное разбиение игры 

т 

(Х, V) = z.<ml(Xt, yt). 
t-1 

(Ь) Если же 1 < р < m-1, то не существует такого 
отображения Fp: Nm-N, что выигрышно-проигрышное раз­
биение каждой локально ограниченной игры (Х, у)=­

т 

==L<P!(X1, vд имеет вид 
t-1 

Xv={x=(X1, "., Xт)/Fp(g1(X1), "., gт(Хт))==О}, 
Х0 =Х '\Xv. 

где g1 - функции Гранди игр (Xt, '\'t). 

До к аз ат ель ст в о. (а) Докажем только первую часть 
утверждения, поскольку вторая доказывается аналогично. 

Пусть хе: Х '\ хт;-• . . Тогда множество S = {s lg8 (х8) > 
> min gt (xtH содержит не менее одного и не более т - 1 

t 
элементов. Если мы выберем для каждого s е: S такой у~ е: 
Е)'8Х8 , что gs(Y~)=miпg1 (xt)• то для у=(у1 , "., Ут)• где 

t 

{ Xt для t ф. S, 
Yt = у~ для te:S, 

будет как у 6 ух, так и у е: х~-·. т. е. ух n xrp-1 + 0. 
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С другой стороны, ДЛЯ всех ХЕ xv-I имеет место VX П 
n xv-l = (2) И, СЛеДОВаТеЛЬНО, заданное разбиение ЯВJIЯеТСЯ 

выигрышно-проигрышным. 

(Ь) Предположим противное: пусть Fp для некоторого фик­
сированного р есть такое (однозначное) отображение Nm 
в N, что проигрышные вершины каждой локально ограничен­

т 

ной игры-суммы LIP>(Xt, Vt) игр (Xt, Vt) с функциями Гран­
t=I 

ди g1 имеют приведенный выше вид. 
т 

Очевидно, что игра (Х, v)=LIP>(xt, Vt) является лo-
t=I 

кально ограниченной тогда и только тогда, когда таковыми 
являются все игры (Xt, 'Vt). В частности, можно предполо­
жить, что игры (Xt, 'Vt) для р + 2 < t < т имеют только кон­
цевые вершины и, таким образом, у1Х1 = eJ. В этих предпо­
ложениях мы исследуем вид Fp в точках 

(с 1 , с2 , ••• , Ср+2• О, •.. , О), Ct Е N, 1 :::;;; t :SS: р + 2. 

Если Fp(c1, с2, ••. , сР+2• О, ... , О)= О только в случае с 1 = 
= С2 = ... = Ср+2, то мы легко приходим к противоречию: 

достаточно положить с1 = с2 = . . . = Ср+1 = 1, Ср+2 = О, 
отождествить (Xt, у1) для t:::;;; р + 2 с элементарной игрой 
Фан-Таи (одна ваза) и положить Х1 = 1 для t:::;;; р + 1 и 
Хt=Одля t=p+2. Тогда 

F р (g1 (х1). "., gp+2 (хр+2). О, " . , О) =F О, 

т. е. х Е Хо, но, очевидно, ух n Xv = eJ, поскольку одновре-
14енно разрешается ходить только в р, но не в р + 1 играх. 
Gледовательно, равенство 

Fp(C1, С2, •• • , Ср+2• о, ... , 0)=0 

должно выполняться хотя бы для одного набора несовпадаю­
щих Ct. Не умаляя общности, можно считать, что с 1 < с2 • 
Отождествим снова (Х1, у1) при 2 ~ t < р + 2 с элементар­
ной игрой Фан-Таи и положим Xt = Ct. Определим игру 
(Х1, У1), положив 

Х 1 = {а0 , ар ... , ас,• Ь0 , Ь" ... , Ьс.}. 

v1ao=V1bo= 0, 
'V1ar = {ао, ... , а,_1}, 1 < r < С1 1 
'Viac, = {Ьс,• ао, · · · • ас,-1}. 
v 1ь. = {Ьо, ... , Ь,_ 1 }, 1 < s 5 с~. 
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Так определенная игра (Х1 , v1) локально ограничена и обла­
дает функцией Гранди 

g1(a,)=g1(b,)=r, O<r<c1, 
Я1 (bs) = S, Ct + 1 < S :::;;;; С2. 

Положим далее х1 ==ас,• Так как gt (xt) = ct для t < t :::;;;; р+2, 
то хе: Xv. 

Пусть теперь у1 =Ьс,(е:Х 1 ) и у2 =с1 (е:Х2). Тогда у 1 е: 
Е V1X1, У2 Е V2X2 и (у1, У2. Х3, ..• , Хр+2) е: ух. Таким образом, 
должно выполняться 

F р (g1 (yi), g2 (У2), gз (хз), ... , gp+2 (хр+2), О, •.. , О) =/::. О. 

Это означает, что 

F Р (с2, с 1 , с3 , ••• , С0+ 2 , О, .•. , О) =/::. О, 

т. е. функция F" не симметрична. Так как сумма порядка р 
является коммутативной композицией игр Ним, это, оче­
видно, противоречит сделанным предположениям о свойствах 

функции F". 

Из теоремы 2.2.4, в частности, следует, что для наиболее 
интересных случаев 1 < р < т - 1 нет какой-либо формулы, 
по которой можно было бы вычислять значения функции 
Гранди любой локально ограниченной игры-суммы порядка 
р только по функциям Гранди т слагаемых. 

В случаях р = т - 1 и р -:- т (т > t) такая формула 
также может не существовать, хотя выигрышно-проигрыш­

ное разбиение каждой игры-суммы этого порядка уже опре­
деляется по функциям Гранди слагаемых. Предположение 
о том, что для некоторого отображения F": Nm-+-N функ­
ция 

g(X1, .. . , Xт)=Fp(g1(X1),. · ., gт(Хт)), 

где Яt - функции Гранди игр (Xt, '\'t), является функцией 
т 

Гранди для любой локально ограниченной игры L (р) (Xt, Vt) 
1=1 

(р > 1), можно опровергнуть следующим образом: прежде 
всего ясно, что функция F" должна быть симметричной по 
всем аргументам. Выберем теперь игру (Х 1 , v1) так, что 

XI = {хб, х:, ха, У1Хб = 0, У1Х: = {хб}, У1Х~ = {xl}, 

функцией Гранди этой игры будет g1 (хб)=g1 (х~)=О, g 1 (xl)=l, 
в игре же (Х2, v2) положим Х2 ={х~, xi}. v2x~= 0, y2xi= 
= {хН, так что g2 (х~) =О и g2 (xi) = 1. 
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Пусть остальные игры (Xt, '\'t), t > 2, являются произ 
вольными локально ограниченными играми. Выберем в них 
произвольные вершины Xt и рассмотрим значение функции 
Гранди 

Fp(g1(x~). е2(хП. gз(хз)• ... , Ят(хт))= 
=Fp(O, 1, gз(Хз}, ... , gт(Хт)} 

т 

на вершине (х~. х~. х3, ••• , хт) в игре L<P>(X1, Yt)· Онодол-
t-1 

жно отличаться от значений функции Гранди на всех тех 
вершинах, которых можно достичь из ( xJ, х~. х3 , ••• , xrn) за 
один ход. К ним, в частности (в силу того что р > 1), отно­
сится вершина (х\, х5, х3, ••• , хт) со значением функции 

Гранди 

FP(g1(x1), g2 (x~). g3 (x3), ••• , gт(хт))= 
= F р (1, О, g 3 (хз) •... , gm (хт)). 

Это, однако, противоречит симметричности FP. Сформули­
руем полученный результат в виде теоремы. 

Теорем а 2.2.5. Пусть 1 < р ~ т. Тогда не существуе-г 
такого отображения Fp: Nm-N, что функция Гранди g лю-

т 

бой локально ограниченной игры L <Р> (Xt, Vt) и функции 
t~I 

Гранди g1 игр (Xt, '\'t) удовлетворяют в каждой точке 
(х1, ... , Хт) уравнению 

g(x1, ... , Xт)=Fp(g1(X1), ••• , gт(Хт)). 

Такое отображение Fp существует только в случае р = l. 

Резюмируя, мы приходим к следующим выводам. 
1. Однозначно определяемое выигрышно-проигрышное 

разбиение локально конечной игры Ним можно рассматри­
вать как ее решение. Для игр Ним, не являющихся локально 
конечными, в общем случае нельзя гарантировать ни суще­
ствования, ни единственности этого разбиения. 

2. Решение (т. е. выигрышно-проигрышное разбиение) 
т 

локально конечной игры-суммы ;E<P>(Xt, Vt) порядка р мож­
t=I 

но определить при помощи функций Гранди, если р = 1, р = 
= т-1 или р=т. 

В остальных случаях анаuия одних только функций g1 
для определения решения, вообще говоря, недостаточно (даже 
если все рассматриваемые игры локально ограничены). 
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т 

3. Функция Гранди игры-суммы L (Xt, у,) порядка 1 cy-
t~1 

ществует, если каждая игра (Х1, '\'t) имеет функцию Гранди 
g1. В этом случае функцию Гранди игры-суммы можно опре­
делить с помощью функций g1. 

т 

Для построения функции Гранди игры-суммы "5" <Р> (Xt, у,) 
f.:"1 

порядка р в случае р > 1 знания функций Гранди слагае­
мых, вообще говоря, недостаточно (даже если все рассмат· 
риваемые игры локально ограничены). 

§ 2.3. Функция игры и произведение игр Ним 

В этом параграфе мы рассмотрим произвольную, не обя­
зательно локально конечную игру Ним (Х, у). Как мы уже 
знаем, она может и не иметь какого-либо выигрышно-про· 
игрышного разбиения. Таким образом, в вопросе о существо­
вании ситуаций равновесия в такой игре нам опять прихо­
дится начинать с начала. Интуитивно ясно, что в общем слу­
чае множество Х должно распадаться на три непересекаю­
щихся подмножества Ха, Xv, XR, состоящих соответственно 
из выигрышных, проигрышных и ничейных вершин 1). Говоря 
точнее, если мы представим себе двух «Идеальных игроков», 
то в некоторых вершинах начинающий будет всегда выигры· 
вать, в других всегда проигрывать, а в остальных начальных 

вершинах выиграть не сможет ни один из игроков. В по· 
следнем случае партия никогда бы не обрывалась. Согласно 
этой интерпретации, множества Ха, Xv, XR удовлетворяют 
следующим условиям: 

(1) yxПXv=F0 VxEXa, 
(2) ухПХv=0, vxПXR=F0 VxeXR, 
(3) yxG.X0 Vx Е Xv. 

2.3.1. Определение функции игры 

Для определения функции игры нам понадобится поня· 
тие четного и соответственно нече1·ного порядкового числа. 
Это понятие основано на том, что каждое порядковое число а 
можно однозначно представить в виде 

а= Л(а) + k(a.), 

где k(a)- конечное порядковое число, а Л.(а)- предельное 
число, т. е. порядковое число, не имеющее предшественника. 

1) Индекс R- от немецкого R.emis (ничья). - Прим. перев, 
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Если k(a) (понимаемое как целое неотрицательное число) 
четно, то и а называется четным, а в противном случае 

а называется нечет н ы м. В частности, все предельные 
числа четны. Обозначим далее множества всех нечетных и 
четных порядковых чисел, меньших а, соответственно через 

Wu(a) и Wg(cx) 1). Тогда для каждой игры Ним (Х,у) на 
множестве вершин Х можно следующим образом определить 
функцию /, значениями которой являются порядковые числа 
или оо. 

(D 1) Положим /(x)=O<=>vx= 0. 
(D 2) Пусть для каждого р, Р <а, уже определено мно­

жество 1- 1 (р): 

df 
Г 1 (Р)= {х Е х l/(x) =Р}. 

Рассмотрим множество Ха.= U Г1 (р) и положим: 
Р<а. 

если а нечетно, то 

если а четно, то 

/(х)= а<=>Х Е Х '\Ха. Л VXC U Г 1 (р). 
PeWu (а) 

(D 3) Положим / (х) = оо для каждого элемента х Е Х, ко­
торому по (D 1) и (D 2) в процессе индукции не поставлено 
в соответствие порядковое число / (х). 

Назовем так определенную функцию / функцией игры 
(Х, у). 

Для того чтобы правила (D 1), (D 2) и (D 3) вообще оп­
ределяли какую-либо функцию /, должен быть разрешим 
вопрос, ставится ли посредством (D 1) и (D 2) в соответ­
ствие некоторому фиксированному элементу х порядковое 
число или нет. Этот вопрос отнюдь не является тривиальным, 
так как в силу того, что не существует множества М всех 

порядковых чисел, нельзя построить множество U Г1 (а), 
а.ем 

которому данный элемент должен был бы принадлежать или 
нет. Однако справедлива следующая лемма. 

1) Индексы в обозначениях W11 н W. происходят от немецких слов 
gerade (четное) и ungerade (нечетное).- Прим. пвреt1. 
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Лемм а 2.3.l. Для каждого графа (Х, у) существует та­
кое порядковое число а0, что для определенных с помощыо 
(D l) и (D 2) подмножеств /-1 (а) множества Х справедливо 
равенство 

Г 1 (а)= 0, если а> а.0 • 

До к аз ат ель ст в о. Если /-1 (ао) = 0 для некоторого 
порядкового числа а0, то в силу (D 2) будет /-1 (а)....:... 0 и 
для всех а> tto. Предположим теперь, что вопреки утверж­
дению леммы для каждого порядкового числа а0 будет 
/-1 ( а0) ::Р. 0. Зафиксируем произвольное а0 и рассмотрим 
множества /-1 (а) для а< а0• Все они непусты и попарно не 
пересекаются. Выбрав для каждого а < а0 некоторый эле­
мент Ха. е: /-1 (а), можно рассмотреть подмножество 

Т = {ха 1 а < а.о} 
множества Х и вполне упорядочить его, положив 

Ха <хр~а <Р. 

Порядковый тип Т есть а0• Следовательно, Х имеет по мень­
шей мере мощность некоторого вполне упорядоченного мно­
жества типа а0• Но таким образом мы немедленно прихо· 
дим к противоречию, поскольку а0 было произвольным, и, 
в частности, а0 может представлять порядковый тип некото· 
рого вполне упорядоченного множества большей мощности, 
нежели Х. 

Согласно лемме 2.3.l, функция игры 1 полностью опре­
делена. Именно, если мы выберем а0 так, что /-1 (а0) = 0, 
то 

Г 1 (оо)=Х '\ U Г1 (а). 
а<ао 

Пр им ер 2.3.1. (Ср. рис. 4.) 
Х ={у,, У2. Уз, Хо, Х1, 

VXo = 0, VXk = {xk_i} 
VY1={xk1 k нечетно}, 

Х2, ••• }, 

(k = l, 2, ... ), 

VY2 = {У1}, VУз = {У2• Уз}. 
Здесь имеет место 

1 (xk) = k, /(у1) = ro, /(у2) = ro + l, 1 (у3) = оо. 

Идея введения такого определения функции игры уже 
встречалась в работе Г. П. Буцана и Л. П. Варвака [ l], од­
нако она была осуществлена некорректно. А именно, если 
дпя аначений функции 1 допустить, как это там делается, 
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только целые неотрицательные числа и оо, то определяемая 

правилами (D 1), (D 2) и (D 3), вообще говоря, только для 
случая конечного множества вершин Х функция обладает тем 
свойством, что /-1 (k) = 0 для достаточно больших k. Это 
видно из примера 2.3.1. Как следствие, так определяемая 

функция игры не обладает для 1х1 = 00 свойством vx n 
:ro Х1 Х2 Х3 Х4 ir5 .... 
-~ 

У1 

• • 

1/2 р 
Рис. 4. 

n /-1 ( оо) =1= е5 V х Е /-1 ( оо), которое оказывается существен­
ным для последующих утверждений. 

При дополнительном предположении / Х / < оо утвержде­
ния Г. П. Буцана и Л. П. Варвака [ 1] остаются верными, и 
мы следуем их изложению при доказательстве теорем 2.3.1 
и 2.3.4. 

2.3.2. Функция игры и оптимальные стратегии в игре Ним 

Связь между глобальными СРВ и функцией игры некото­
рой игры Ним (Х, у) можно описать с помощью определен­
ных свойств этой функции, которые мы сейчас установим. 

Т е о р е м а 2.3.1. Функция игры является единственной 
функцией, которая каждой вершине х игры Ним (Х, у) ста­
вит в соответствие порядковое число 1 (х) или оо и обладае1 
следующими свойствами: 

(4) /(х)=0=?-ух=0; 

(5) (/(х)=а)Л (а нечетно)Л (~Е Wg(a-1))=? 

=?(vхПГ 1 (а- I) =1= 0 )Л (vxnг'(~)= 0); 
(6) (/ (х) =а) Л (а четно) Л (а'< а)=? 

=>(vxc U Г 1 (М)Л(vхQ\: U г 1 (~)); 
f\eWu (а) f\eWu (а') 

(7) (! (х)-= оо) Л (~ четно)=> 

9(vx n Г 1 (оо) =/= 0) л (vx n Г 1 (~) == 0). 
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До к аз ат ель ст в о. Прежде всего убедимся в том, что 
функция игры действительно удовлетворяет всем требова­
ниям. Свойство ( 4) тривиально в силу (D 1). Справедливость 
(5) и (6) получается по индукции из (D 2). Если, наконец, 
/ (х) = оо, то для четных р ух n /-1 (р) = eJ, в других же слу­
чаях в силу (D 2) / (х) было бы нечетным порядковым чис­
лом. Если мы выберем такое ао, что /-1 (а0) = eJ, то из ух П 
n 1-1 ( 00) = eJ следует, что 

vxc u 1-1 (р), 
fle:W и (а0) 

и в силу (D 2) / (х) было бы четным. Следовательно, может 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ ТОЛЬКО ух П /-I ( оо) =/=- eJ, И, ТаКИМ образом, 
имеет место (7). 

Предположим теперь, что существуют две несовпадаю­
щие функции / 1 и /2, удовлетворяющие условиям (4)-(7) и 
ставящие в соответствие каждой вершине х некоторое по­
рядковое число или оо. 

Тогда среди всех порядковых чисел, для которых Г\ 1 (a)=F 
ef=. 121 (а), существует наименьшее. Обозначим его через а, 
предположим, не умаляя общности, что 11 1 (а)\,12 1 (а)=F0, 
и выберем произвольно хе: /1 1 (а) ·'\ 121 (а). 

Случай 1. а четно. В этом случае из (4), (6) и выбора а 
следует, что 

vx с u /1 1 (р) = u /2 1 (р). 
l\e:Wu (d) l\eWu (d) 

В силу (5) и (7) число /2(х) также должно быть четным. 
Поскольку /2 (х) >а, (6) приводит к противоречию: 

vx с/:. u 121 (р). 
fleWu(d) 

Случай 2. а нечетно. Тогда из (5) и выбора а имеем 

vxПil 1 (a- l)=vxn121(a-I) =F 0. 
Следовательно, l 2 (х) может· быть только нечетным и не боль­
шим, чем а. Так как /2 (х) > а, мы приходим к противо­
речию. 

Тем самым теорема доказана. 

Таким образом, свойства ( 4 )- (7) определяют функцию 
игры как отображение, однозначно ставящее в соответствие 
каждой вершине графа позиций некоторое порядковое чисJю 
или оо. 
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Пусть Ха, Xv и XR- следующие подмножества множества 
вершин Х графа (Х, у): 

Ха= {х / / (х) нечетно}, 
Xv = {х / / (х) четно}, 
XR = {х // (х) = оо}. 

Они образуют разбиение множества Х, тесно связанное с 
выигрышно-проигрышным разбиением. 

Теорем а 2.3.2. Разбиение ·(Ха, Xv, XR) обладает сле­
дующими свойствами: 

(8) ух n Xv =1= 0 Vx Е Ха. 
(9) ух n Xv =1= 01\yxnxR =1= 0 Vxe:: XR, 
(10) ухе:. Ха Vx е Xv. 
(11) Х R = 0, если (Х, у) локально конечна. 

До к аз ат ель ст в о. Свойства (8)- ( 1 О) немедленно сле­
дуют из (4)-(7). Поскольку ух n XR = 0 для каждой 
вершины х Е XR, в случае XR =1= 0, очевидно, возможна не­
которая бесконечная партия. Следовательно, ( 11) также 
имеет место. 

Из (8), ( 1 О) и ( 11) непосредственно видно, что каждая 
локально конечная игра имеет выигрышно-проигрышное раз-

биение. Далее, если (xh, х~) и (х~. х~) - два выигрышно·· 
проигрышных разбиения, то для каждой вершины х, 

х s м JL (х~ '\ х~) u (х~ -, х~). 
из свойств выигрышно-проигрышного разбиения следует, ч·rо 

ухnм + QJ. 

Таки114 образом, непустота множества М влечет существова­
ние бесконечной партии, откуда следует, что каждая ло­
кально конечная игра допускает не более одного выигрышно­
проигрышного разбиения (ер. с теоремой 2.1.1). 

Определение функции игры с точки зрения выбора разум­
ных стратегий: в игре Ним обосновывается следующей тео­
ремой:. 

Теорем а 2.3.3. Если игрок имеет очередь хода в вер· 
шине х, то при любой стратегии противника он может 
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(а) выиграть тогда и только тогда, когда хе: Ха, 
(Ь) избежать поражения тогда, когда хе: XR. Этого он 

достигает с помощью стратегии s, удовлетворяющей усло­
виям 

(/ (х) =а, а нечетно)=> 1 (s (х)) =а - 1, 

/ (х) = оо => / (s (х)) = оо. 

Доказательство. Из свойств (5) и (7) функции игры 
следует существование стратегии s, удовлетворяющей ука­
занным условиям. Если хе: Ха и начинающий игрок приме­
няет стратегию s, то при любом выборе стратегии противни­
ком он в силу (6) будет ходить только в вершинах из Ха. 
Далее, для последовательности х, у, z, ... всех вершин, в ко­
торых он ходит, справедливы неравенства 

/ (х) > 1 (у) > / (z) > .... 
Это означает, что соответствующая последовательность по­
рядковых чисел строго монотонно убывает и поэтому конечна. 
Следовательно, возникающая партия также должна быть ко­
нечной и приводить к выигрышу начинающего. 

Если хе: XR и оба игрока используют стратегию s, то 
возникающая партия не обрывается. Если же ходивший вто­
рым применит какую-либо другую стратегию, то тем самым 
он может достичь только того, что его противник будет хо­
дить в некоторой вершине из Ха и в соответствии с (а) выиг­
рает. Следовательно, ясно, что начинающий проиграет, если 
он находится в вершине хе: Xv и его противник применяет 
стратегию s. 

По теореме 2.3.3 функцию игры некоторой игры Ним 
(Х, у) можно рассматривать как ее решение. Пара страте­
гий, удовлетворяющих условиям этой теоремы, образует ло­
кальную сильную СРВ для каждой позиции (х, i) с / (х) =F ос 
и локальную слабую СРВ для каждой позиции (х, i) с / (х) = 
= оо независимо от того, как определяется соответствующая 

(искусственная) окончательная позиция р0 (ер. определе­
ние 1.4.l). 

Легко видеть, кроме того, что независимо от того, в какой 
позиции начинается партия и какую стратегию применяет 

противник, ни один игрок не может извлечь выгоду из за­

мены стратегии s из теоремы 2.3.3 какой-либо другой страте­
гией. Поэтому мы можем рассматривать стратегию, удов­
летворяющую условиям теоремы 2.3.3, как «оптимальную», 
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2.3.3. Произведение игр Ним 

Из конечного числа игр Ним (Xt, '\'t) (t = 1, ... , т) 
можно сконструировать новую игру, если предположить, что 

игрок обязан ходить одновременно во всех играх. Эту игру 
т 

-1х, v) = П (Xt, Vt) будем называть произведением игр 
t=I 

(Xt, 'Vt). Формально она определяется множеством позиций 

Х=Х1 Х ... ХХт 

и динамикой 

v(x1 •... 'Хт)= НУ1 •... 'Ут) IYtE VtXt, t= 1, ... 'т}. 

Подобно зависимости между функцией Гранди и игрой-сум­
мой, решение игры-произведения можно найти исходя из 
функций «игр-сомножителей». 

Теорем а 2.3.4. Пусть (Xt, '\'t), t = 1, "" т, - произ­
вольные игры Ним с функциями игры lt. Тогда функция 

т 

игры 1 для их игры-произведения (Х, v) = П (Х1 , vд в каж­
t=I 

дой вершине (х 1 , •.. , Хт) удовлетворяет равенству 

1 (Х1, ". , Хт) = min {/1 (х1), ". , 1 т (хт)}, 

поскольку мы считаем, что любое порядковое число c:t < оо. 

До к аз ат ел ь ст в о. В силу теоремы 2.3.2 достаточно 
показать, что функция 

min U1 (х1), ... , / т (хт)} df М (х1, ... , Хт) 
обладает свойствами (4)-(7); см. п. 2.3.2. 

Проверим (4). Из М (х1, ... , Хт) =О следует lt (xt) =О 
хотя бы для одного t. Так как /1 -функция игры (Х1, '\'t), 
должно быть y1Xt = eJ и, по определению у, у (х 1 , ••• , Хт) = 
=eJ. 

Рассмотрим теперь (5). Пусть 

М (х 1 , ••• , Хт) = lt, (Xt,) =а, 

а нечетно и ~ Е W g (а - 1). Тогда существует такая вершина 
Yt, Е Vt,Xt" что / t, (yt,) =а - 1. Такое Yt выберем для всех t, 
для которых / t (х1) =а; для тех же t, для которых / t (xt) >а, 
найдется такое Yt Е '\'tXt, что lt (Yt) > c:t. Так образованная 
вершина (у 1 , ••• , Ут) принадлежит V (х 1 , •• " Хт) и удовлет-
13оряет равенству М (f11, ... , Ут) = c:t - 1. Jiаконец, ни для ка-
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кого (у 1 , ... , Ут) Е у (х1, ... , Хт) не имеет места М (у1 , 
... , Ут) = р, поскольку из ft(Xt) >а. всегда следует 

vtxt n Гi" 1 <Р> = 0. 
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Для доказательства (6) положим М (х1, .•• , Xm)=It. (xt.) = 
=а., где а. четное и а.'< а.. Тогда 

Vt.Xt.c:. U /~ 1 (Ю. 
/leWu (а.) 

Для каждого такого t, что lt (xt) > а, напротив, имеет место 
VtXtП[ U ft 1 (~)]=0. 

jleWg(a.) 

Таким образом, для каждой (у1, "., Ут)е:v(х1, ... , Хт) 
число М (у 1 , ••• Ут) может быть только нечетным и мень­
шим а. Так как в случае 11 (xt) >а должно быть 

VtXt с/:. u Гi" 1 (~). 
/leWu(a.1 ) 

в множестве у (х1, ... , Хт) найдется та ка я вершина (у1 , ..• 
... , Ут), ЧТО 

М(у1, "., Ут)ФWu(а'). 

Нам осталось проверить (7). Из М (х1 , ••• , Хт) = оо сле­
дует f t (xt) = оо для всех t и отсюда немедленно справедли­
вость утверждения. 

Читатель должен был заметить, что в доказательстве по­
следней теоремы нигде не использовалась конечность числа 
Игр (Xt, '\'t). Если t изменяется в произвольном множестве Т, 
то игру-произведение П (Xt, vt) можно определить так же, 

teT 
как и выше: игрок, которому принадлежит очередь хода, дол­

жен ходить во всех играх (Xt, '\'t), t Е Т, сразу. Поскольку 
в каждом множестве порядковых чисел, так же как и в 

{lt(Xi) lte: Т}, существует наименьший элемент, мы получаем 
функцию игры для игры-произведения: 

1(xt1 t е: Т) = min {/ t (xt) 1 t е: Т}. 

§ 2.4. Задачи 
1. Рассмотрим следующую игру, предложеннуJQ Ласкером [1]: пусть 

на столе лежат несколько кучек спичек. Тот, кому принадлежит очередь 
хода, должен либо забрать спички ровно из одной кучки (столько, сколько 
он хочет), либо одну из кучек разбить произвольным образом на дв~ 
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непустые кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. По­
казать, что в случае одной кучки с п спичками функция Гранди имеет вид 

{ 
п - 1, если п > О и п == О (mod 4), 

g (п) = п + 1, если п == 3 (mod 4), 

п в остальных случаях. 

2. Изменим правило выигрыша в игре Фан-Тан так, что проигрывает 
тот, кто заканчивает Партию. Доказать, что вершина (х 1 , ••• , Хт), для 
которой неравенство Xt > 1 выполнено хотя бы для одного t, является 
проигрышной вершиной в том и только том случае, когда она относится 
к проигрышным вершинам в первоначальной игре Фан-Тан (этот результат 
принадлежит Ба утону [ 1]). · 

3. На примере игры Фан-Таи показать, что функция игры, вообще 
говоря, не пригодна для решения игр-сумм. 

4. Пусть (Ха, Xv)- выигрышно-проигрышное разбиение и / -функ· 
ция игры для некоторой игры (Х, у). Доказать, что 

Xv n {хе: Х 1 / (х) нечетно}= (25. 

5. Доказать, что игра Фан-Таи с тремя вазами - когда каждый игрок 
может брать из одной или из двух ваз - имеет функцию Гранди g, опре­
деленную следующей конструкцией. Положим для неотрицательного це­
лого п «р(п) = '12n(n + 1) и поставим в соответствие каждой вершине 

з 

х = (х1, Х2, Ха) числа т (х) = min х1 и d (х) = L (х1 - т (х)). 
1 1-1 

и 

Доказать следующее утверждение: в случае т(х) S «p(d(x)J 

g (Х) = Х1 + Х2 + Х3, 
Если же т(х) > «p(d(x)), то g(x) определяется двумя условиями: 

«р (d (х)) S g (х) < «р (d (х)) + d (х) 

g (х) == (т (х) - 1) (mod (d (х) + 1)). 

(Доказательство можно найти в работе Куммера [l] .) 
6. Доказать, что в игре Ним (Х, у) глобальная сильная СРВ суще­

ствует тогда и только тогда, когда функция игры / не принимает значе­
ние оо. 

7. Доказать, что в игре Фан-Таи порядка р вершина х является про­
игрышной в том и только том случае, когда 

L (р+ l)).[i: d).(Xk)] =0. 
). k~I (p+I) 

Здесь [z] (P+I> обозначает остаток по модулю р + 1 (этот результат при­
надлежит Муру [!]). 
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Антагонистические 
терминальные игры 

Среди всех бескоалиционных игр антагонистические игры 
занимают особое место по нескольким причинам. 

Во-первых, они моделируют простейшие мыслимые фор­
мы конф.11икта, если отказаться от рассмотрения совсем три­
виального с теоретико-игровой точки зрения случая совпаде­
ния интересов всех участников. 

Во-вторых, запрещение кооперирования в антагонистиче­
ской игре практически ни к чему не приводит, поскольку 
ни одному из игроков сотрудничество с противником не 

приносит пользы. 

Наконец, в-третьих, эти игры теснейшим образом связаны 
с вопросами оптимального программирования (теоремы о 
седловых точках, теория двойственности) и охватывают, в 
частности, оптимизационные задачи в условиях неопределен­

ности (игры против природы), представляющие одну из важ· 
нейших областей приложений теории игр. 

Все это, безусловно, относится и к антагонистическим 
терминальным играм, а, учитывая их простую по сравнению 

с общими терминальными играми математическую структуру, 
имеются основания ожидать достаточно сильных утвержде­

ний. 
Мы покажем, что каждая антагонистическая терминаль· 

ная игра с дискретным выигрышем имеет глобальную сла­
бую СРВ, являющуюся в некотором смысле «однородной». 
Далее мы приведем достаточные и (в общем случае) необ· 
ходимые условия того, что существование локальной сильной 
СРВ (для каждой позиции) гарантирует существование гло· 
бальной сильной СРВ. 

С точки зрения исследования антагонистических терми­
нальных игр полезным оказывается изучение определенных 

функциональных уравнений. Они описывают решение термн· 
нальной игры способом, подобным тому, каким функцио· 
нальные уравнения Беллмана описывают решение задачи ди­
намического программирования (по этому поводу см., напри­
мер, книгу Пилера [ 1]). 

Для упрощения обозначений будем рассматривать антаго­
нистическую терминальную игру Г в виде тройки (Р, у, Н), 
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где Р - множество позиций, у- динамика игры, ::i 

Н: Ро-+ R 1 -функция выигрыша первого игрока. Для рас-

ширенных функций выигрыша hi и ht, введенных в § 1.3, 
в антагонистическом случае справедливы равенства 

(1) hl (р, 8) = - hi (р, 8), 

(2) ht (р, 8) = - h2 (р, 8). 

Мы положим сокращенно h- (р, 8) = hl (р, 8) и h + (р, 8) = 
= ht (р, 8) для любой позиции р и любой стратегии 8. Та-
ким образом, · 

{ - оо если 
h- (р, 8) = Н (р0 1(р, 8)), если 

h+(p, 8)={.t~: 8), 
если 

если 

р ф D(8), 

ре: D (8); 

р ф D(8), 

р с D (8), 

причем р0 (р, 8) и D(8) были определены в§ 1.3. 
Далее мы видим, что в соответствии с определением 1.4.1 

ситуация s является локальной слабой СРВ для позиции р 
тогда и только тогда, когда существует такая позиция р0 е: Ро, 
что 

(D 1) sup h- (р, 8 1, 82) < Н (р0) ::;;;; inf h+ (р, 81, 82). 
81 82 

Здесь супремум и инфимум берутся по всем стратегиям 8 1 

игрока 1 и соответственно по всем стратегиям 82 игрока 2. 
Ситуация s является локальной сильной СРВ для пози­

ции р тогда и только тогда, когда 

(D 2) sup h+ (р, 8 1, 82) < inf h- (р, 81, 82). 
81 82 

Таким образом, для того чтобы ситуация s была локаль­
ной слабой СРВ для позиции р, значение inf h+ (р, s1, 82) 

82 

должно быть достаточно большим. В то же время значение 
inf h- (р, 81, 8 2), рассматриваемое как функция 8 1, должно 
82 

быть в локальной сильной СРВ s для позиции р просто мак­
симальным, поскольку (D 2) может выполняться только как 
равенство. 

Будем называть стратегию s1 (игрока l), обладающую 
свойством 

(D 3) inf h+ (р, 81, 82) = sup inf h+ (р, 8 1, 82), 
82 81 82 

локально h+-оптимальной для позиции р. Если (D 3) выпол-
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няется для всех позиций р, то §1 называется глобально h+-оп­
тимальной. Аналогично определяются локально и глобально 
h--оптимальные стратегии; при этом в (D 3) h+ заменяется 
на h-. 

Очевидно, что игрок 1 тогда заинтересован в большом 
h+-выигрыше, когда он свою основную цель видит в осуще­
ствлении бесконечной партии и только во вторую очередь 
в возможно лучшем исходе (в смысле Н) конечной партии. 
Это, в частности, имеет место, если Г является игрой против 
природы (игрок 2) и окончание партии означает более или 
менее опасную аварию (чем меньше Н (р), тем серьезнее по­
следствия). Если, однако, достижение окончательной пози­
ции соответствует более или менее удачному исполнению за­
мысла, который игрок 1 намерен осуществить, то он будет 
стремиться к большому h--выигрышу (ер. пример 1.2.4). 

§ 3.1. Решения и функции значения 

В § 1.4 мы ввели два принципиально различных понятия 
ситуаций равновесия; здесь же мы рассмотрим дополнитель­
но понятия h+. и h--оптимальных стратегий. В этом смысле 
название параграфа не совсем точно отражает суть дела. 
Мы используем термин «решение» как родовой для всех 
этих понятий решений и убедимся в том, что определяемые 
далее функции значения задают связи между ними. 

В частности, мы покажем следующее. 

1. Каждая антагонистическая терминальная игра имеет 
максимальную и минимальную функции значения, которые 
в локально конечном случае совпадают. 

2. Каждая функция значения дает оценки нижней е-гра­
ницы гарантированного h+-выигрыша игрока 1. 

3. Минимальная функция значения дает оценки нижней 
е-границы гарантированного h--выигрыша игрока 1. 

4. Как для h = h+, так и для h = h- имеет место равен­
ство 

5. Для существования глобальной слабой СРВ доста­
точно (а в локально конечном случае и необходимо) сущ~­
ствование некоторой функции значения, обладающей спе­
циальными свойствами. 

Будем через Н (Р0) обозначать множество {Н (р) 1 р Е Р0}, 
а через Н (Р0)- его замыкание. 
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Определение 3.1.1. Отображение 

v: P-+H(Po)U{-oo,+oo} 

называется функцией значения игры Г = (Р, у, Н), если 
(D 4) v (р) = Н (р) Vpe:.Po: 
(D 5) v (р) = sup v (р') 

р'еур 
VpEP1: 

(D 6) v (р) = inf v (р') 
р'еур 

Vp f;: Pz. 

Определение 3.1.2. Функция значения v игры Г назы­
вается максимальной (.минимальной), если для каждой функ­
ции значения v' игры Г и каждой позиции ре: Р справед­
ливо неравенство 

v (р) > v' (р) (v (р) < v' (р)). 

При исследовании игр Ним мы уже имели дело с функ­
циями значения, хотя они и не были определены в таком 
виде. А именно, если (Ха, Xv)- выигрышно-проигрышное 
разбиение игры Ним (Х, у), то мы приходим к функции иr~ы. 
положив 

v (х, 1) = + 1 
v (х, 2) =- 1 

v(x, 1)=-1 Vxe.Xv. 
v(x,2)=+l Vxe:Xv, 

и обратно: если v - функция значения, обладающая свой­
ством v(x,l)=-v(x,2)e{-l,+l}, то она определяет вы­
игрышно-проигрышное разбиение Ха = {х 1 v (х, 1) = l} и 
Xv = Х"Ха. Поскольку игра Ним (не локально конечная) 
может иметь несколько таких разбиений, в общем случае 
для антагонистической терминальной игры может иметься 
несколько функций значения (если существует хотя бы одна). 

Т е о р е м а 3.1.1. Пусть v - функция значения антагони­
стической терминальной игры Г. Тогда для любого положи­
тельного е существует такая стратегия 81 игрока 1, что 

inf h+ (р, s1, s2) !§:;; v (р) - s Vp е Р. 1) 
82 

До к аз ат ель ст в о. Разобьем множество Р 1 на попарно 
непересекающиеся множества Qk (k =О, +1. -1, +2,-2, ... 

1) Здесь инфимум берется по всем стратегиям игрока 2 и принимаетая, 
что +оо -в= 1/в; -оо -е = -оо, 



§ 8.1. Решения и функции значения 63 

... , :+ оо, - оо) вида 

Q00 ={p Е Р11 tl (р) = оо}, Q_ 00 ={p е Р11 tl (р)=- оо}, 

Qk ={реР1 1 kв > v (р) > (k-1) в}, k ::/=- оо, + оо. 
Таким образом, каждая позиция ре Р1 принадлежит ровно 
одному множеству Qk, и в соответствии с (D 5) существует 
такая стратегия 51, что 

РЕ Q00 => t1 (.S1 (р)) > 1/в +в, 
k ::/= + 00, 

В силу (D 6) для каждой стратегии s2 игрока 2 и каждой по· 
зиции р из Р2 должно быть 

v (р) < v (s2 (р)). 

Следовательно, для р' Е Р (р, 51, s2) и р Е Р мы имеем 

v(p') > (k- l)в, если k ·в~ v(p) > (k- l)e, 

v (р') > l/в, если v (р) = оо. 

В частности, эти неравенства справедливы и для окончатель­
ной позиции р' из Р (р, 51, s2)- если она существует, - и из 
(D 4) мы получаем требуемое утверждение. 

Те о р е м а 3.1.2. Пусть антагонистическая терминальная 
игра Г имеет функцию значения v, удовлетворяющую усло­
вию 

(3) v (р) = max v (р') Vp Е Р1 • 
p'evp 

Тогда стратегия 51, для которой 

(4) tl (.S1 (р)) = tl (р) v р Е Р1. 
обеспечивает выполнение неравенства 

infh+(p, 81, s2)~v(p) VpeP. 
S2 

До к аз ат ель ст в о. Действительно, аналогично дока­
зательству теоремы 3.1. l, утверждение немедленно следует из 
неравенства v(p') ~ v(p) Vp ЕР, Vp' Е Р(р, 51, s2). 

Cor ласно утверждениям теорем 3.1.1 и 3.1.2, для любой 
функции значения v игрок 1 имеет стратегию, которая в каж­
дой партии обеспечивает ему в качестве h+-выигрыша зна· 
чение v (р) (или почти это значение), соответствующее началь­
JЮЙ позиции р. Доказательство теоремы 3.1.1 конструктивно 
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и показывает, как строить такую стратегию. В теореме 3.1.2 
эта стратегия задана. 

Таким образом, вопрос о существовании функции значе­
ния становится осмысленным. 

Теор е м а 3.1.3. Каждая антагонистическая терминаль­
ная игра имеет максимальную функцию значения v+ и мини­
мальную функцию значения v-, которые задаются формулами 

v+ (р)-== sup inf h+ (р, s1, s2) 't/p е Р, 

v-(p)=infsuph-(p, s1, s2) 't/pEP. 
82 81 

До к а з а тел ь ст в о. Покажем, что указанная функция 
v+ является максимальной функцией значения. Соответствую­
щее утверждение относительно функции v- получается ана · 
логичным образом с учетом симметрии в определениях функ­
ций v+ и v-. 

Прежде всего докажем, что v+ является функцией значе­
ния. 

Проверим (D 4). Выполнение равенства v+(p) = Н (р) 
V р е Ро, очевидно, следует из определения функции h+. 

Докажем (D 5), т.е. что v+ (р) = sup v+ (р') 't/p Е Р1 • Имеет 
р'еур 

место 

v+ (р) = sup inf h+ (р, s1, s2) = sup inf h+ (s1 (р), s1, s2) < 

< sup sup inf h+ (р', s1, s2) = sup v+ (р'). 
р'еур 8 1 82 р'еур 

Таким образом, должно быть 

v+ (р) < sup v+ (р'). 
р'еур 

Предположим, что для некоторой позиции р Е Р1 будет 

v+ (р) < sup v+ (р'). 
р'еур 

Тогда существуют такая позиция р' е VP и такая стратегия 
S1, ЧТО 

v+ (р) < inf h+ (р', s1, s2). 
82 

Построим s1 по правилу 

_ ( ) _ { s1 (q), если 
81 q -

. р', если 

q#=p, 

q=p. 
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Тогда для каждой стратегии s2 

h+ ( _ )-{h+(p', S1, S2), 
р, S1, S2 - + оо если р ф Р (р', §1, s2), 

если р е: Р (р', 81, s2), 

и поэтому 

inf h+ (р, 81, s2) > inf h+ (р', s1, s2) > v+ (р), 
S2 S2 

что противоречит определению v+ (р). Таким образом, (D 5) 
выполнено. 

Проверим (D 6): v+ (р) = inf v+ (р') Vp е: Р2 • Пусть сна-
р'еvр 

чала s1 - произвольная фиксированная стратегия игрока 1 
и ре: Р2 ; тогда 

infh+(p, S1, S2)=infh+(s2(p), S1, S2) ~ inf infh+(p', s1. S2). 
82 82 р'еур 82 

Покажем, что в этом неравенстве имеет место точное равен­
ство. Для этого по р' e:vp и s2 е: S2 построим стратегию 82 (= 
=82 (р', s2)) следующим образом: 

если р е: Р (р', s1, s2). то 82 (q) = s2 (q) 

, _ {s2(q) 
если р ф Р (р , s1, s2). то s2 (q) = р' 

Тогда в каждом случае 

h+ (р', s1, s2) = h+ (р, s1, 82), 

и, следовательно, для ре: Р2 и s1 е: S 1 будет 

inf h+ (р, s1, s2) = inf inf h+ (р', s1, s2). 
82 р'аур 82 

Таким образом, мы получаем 

Vq е:Р2; 

Vq е: P2,q=l=p, 

q=p. 

v+ (p)=sup inf (infh+(p', s1, s2)) ~ inf sup (infh+(p', s1, s2)) == 
в 1 р'еур · 82 p'syp 81 82 

= inf supinfh+(p', s1, s2)= inf v+(p'). 
р'еур 8 1 82 р'еур 

Предположим, что для некоторой позиции р е: Р2 

v+ (р) < inf v+ (р'). 
р'еур 

Выберем такое с, что 

v+ (р) < с < inf v+ (р'). 
р'еур 

Согласно (D 5), существует такая стратегия 81, что 

v+ (81 (q)) >с Vq е: Р 1 , v+ (q) >с. 
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Так как из q е: Р2 и s2 е: S2 следует, что v+(s2 (q)) ~ v+(q), 
мы получаем для произвольных s2 е: S2 и р' е: Р (р, 51, s2) 

неравенство 

v+ (р') >с. 

Это означает что inf h+ (р, 51, s2) > с > v+ (р), а это проти· 
82 

воречит определению v+(p). Следовательно, (D 6) действи­
тельно имеет место. 

Нам осталось показать, что v (р):::;;; v+ (р) для каждой 
позиции р и каждой функции значения v. Если v - функ· 
ция значения и р - такая позиция, что v (р) > v+ (р), то вы­
берем с из открытого интервала (v+ (р), v (р)) и зафиксируем 
такую стратегию 51, что 

v (51 (q)) >с Vq е: Р 1 , v (q) >с. 

Тогда, как уже было показано, мы приходим к противоре­
чию: 

inf h+ (р, 51, s2) > с > v+ (р). 
82 

Этим теорема доказана. 

Рассмотрим теперь зависимость между функциями значе­
ния и ситуациями равновесия. 

Теорем а 3.1.4. Пусть v - функция значения антагони­
стической терминальной игры Г, а s - ситуация в этой игре, 
обладающая свойством 

(5) v(5(p))=v(p) Vpe:P1 UP2. 

Тогда s является локальной слабой СРВ для каждой по­
зиции р, удовлетворяющей условию v (р) е: Н (Р0). 

До к аз ат ель ст в о. По теореме 3.1.2 для любой стра­
тегии s2 будет 

h+ (р, S1 1 S2) ~ V (р). 

Аналогично для любой стратегии s 1 

V (р) ~ h- (р, S11 82). 

Если мы в случае р ф. D (s) поставим в соответствие ситуа­
ции s такую окончательную позицию р0, что Н (ро) = v (р), 
то из этих двух неравенств получится требуемое утверж· 
дение. 
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Т е о р е м а 3.1.5. Пусть р - пози14ия в антагонистической 
терминальной игре Г, для которой существует локальная 
сильная СРВ s. 

Тогда для любой функции значения v игры Г 

h- (р, s) = v (р') = h+ (р, s) Vp' е Р (р, s1, s2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предположению 

v+ (р) < sup h+ (р, s1, s2) < inf h- (р, s1, s2) :::;;; v- (р). 
81 82 

Согласно теореме 3.1.3, имеет место также неравенство 
v-(p):::;;; v+(p). Следовательно, для любой функции значения 
v должно выполняться равенство 

v (р) = h+ (р, 81, 82) = h- (р, 81, 52). 

Пусть теперь 

Р* = {р' ЕР (р, s) / v (р') =1= v (р)}. 
Если Р* = 0, то утверждение теоремы верно. В противном 
случае из последовательности F(p, s) текущих позиций (если 
игроки создают ситуацию s и партия начинается в позиции р) 
выберем первую из числа принадлежащих Р* и обозначим 
ее через р. 

Если v (р) > v (р) и v (р) > с > v (р) для некоторой функ­
ции значения v, то игрок l, применяя стратегию 

( >-{ q', где v (q') >с, q' е vq, если . v (q) >с, 
51 q - s1 (q), если v (q) < с, 

может добиться того, чтобы было 

h+ (р, s1. s2) = h+ (р, s1. s2) ~ с> v (р). 

Но тогда s не может быть локальной сильной СРВ для пою1-
ции р. . 

Если же v (р) < с< v (р), то, рассматривая стратегию 

( ) -{ q', где v (q') <с, q' е vq, если v (q) <с, 
S2 q -

52 (q), если v (q) > с, 

мы приходим к противоречию. Таким образом, множество р• 
ДОЛЖНО быть пустым. 

Из двух последних теорем вытекает следующее утвержде­
ние. 

Теор е м а 3.1.6. Любая локально конечная антагонисти­
ческая тер.минальная игра имеет ровно одну функцию зна­
чения v. Она обладает глобальной СРВ тогда и только тогда, 
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когда супремум в (D 5) и соответственно инфимум в (D 6) 
рассматриваются для каждой позиции ре: Р1 U Р2. Ситуация 
§ в этой игре является глобальной СРВ в том и только том 
случае, когда 

v(s(p))= v (р) Vp е Р1 U Р2. 

До к а з а тел ь ст в о. В локально конечной игре h- = 
= h+(=h). Из 

v+ (р) = sup inf h (р, s1, s2) < inf sup h (р, s1, s2) = v- (р) 
8 1 82 82 8 1 

следует единственность функции значения. Поскольку, кроме 
того, сильные и слабые СРВ в локально конечной игре со­
впадают, остальные утверждения следуют из теорем 3.1.4 н 
3.1.5. 

Следующий результат является (несколько более слабым) 
аналогом теоремы 3.1.1 относительно функции выигрыша h-. 
Однако для доказательства нам потребуется более сильное 
логическое средство - трансфинитная индукция, - так как 
придется исключать бесконечные партии. 

Т е о р е м а 3.1. 7. Пусть с - произвольное вещественное 
число, 8 >о и 

Ре= {р ePI v-(p) ~с}. 

Тогда существует такая стратегия §1, что 

infh-(p, 51, s2)>с-в VpePc. 
"2 

До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим следующие отображе­
ния А 1 и А2 множества 2Р в себя: 

A1Q= {ре Р1 \. QI VP ПQ =F 0}, 
A2Q= {ре Р2 \. Q/ VP с: Q}. 

С помощью этих отображений индуктивно поставим в соот­
ветствие каждому порядковому числу сх. некоторое подмно­

жество Q:l. множества Р: 
(07) Q0 = {ре: Р0 / Н (р) >с - в}; 

(D 8) если а > О и не является предельным числом, то 
Qa = Qa-1 U A1Qa-l U A2Qa-1: 

(D 9) если а > О - предельное число, то 

Qa=( U Q11)UA2( U Q11). 
ll<a ll<a 
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Так определенные множества Qa, очевидно, обладают сле­
дующими свойствами: 

U Qp cQa, 
Р<а 

Qa=Qa+1*Qa=Qp V~>a. 

Тем самым указывается порядковое число ао, для которого 
Qa, = Qa,+1 (см. по этому поводу § П. 3 приложения). 

Положим теперь Q = Qa,. Поскольку A1Q = A2Q = 0, мы 
получаем 

(6) vpПQ=0 VpEP1 \.Q, 

(7) VP П (Р "- Q) =1= 0 Vp Е Р2 '\_ Q. 

Пусть а (р) для каждой позиции р Е Q обозначает наимень­
шее из всех таких порядковых чисел а, что р Е Qa.. Еслн 
р Е Р1 n Q, то в силу (D 9) порядковое число а(р) не может 
быть предельным, и из (D 8) следует 

(8) VP П Qa<p>-1 =1= 0 Vp Е Р1 П Q. 

Для р Е Р2 П Q из (D 8) и (D 9) следует, напротив, что 

(9) VP с U Qp Vp Е Р2ПQ. 
13<а(р) 

В соответствии с (8) и (7) существуют такие стратегии s1 

р Е Р1 П Q *St (р) Е Qa<p>-t• 

р Е Р2 '\ Q*s2(P) ЕР'\ Q. 

Для того чтобы доказать, что ре с Q, рассмотрим произволь­
ную позицию р Е P'-Q и покажем, что р ф. Ре. 

Для любой стратегии S\ ИЗ (6) следует р (р, St, S2) П Q = 
= 0. Так как Qo с Q, должно быть Р(р, S1, s2) n Qo = 0, от­
куда h-(p, s1, s2) <с- в. Таким образом, 

v- (р) < sup h- (р, s1, s2) < с - в <с, 

т. е. р ф. Ре. 
Пусть теперь р Е Q. Зафиксируем произвольную страте­

гию s2. Тогда в силу (9) 
Р (р, s1, s2) с Q. 

Множество {а (р') 1 р' Е Р (р, s1, s2)} имеет наименьший эле­
мент. Пусть это будет а (р). Если р Е Р1 \. Р0 , то а (s1 (р)) < 
<а (р). Если ре Р2 '\ Р0, то в силу (9) будет 

а (s2 (р)) < а (р). 
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Поскольку как то, так и другое противоречит выбору р, воз­
можно только включение р Е Р0• Таким образом, Р (р, s1, s2) П 
n Qo =1= f2J и h-(p, s1, s2) ;;;:::: с - е. Следовательно, мы получаем 

inf h-(p, s1, s2) >с - в Vp е Q, 
S2 

что вместе с ре с Q доказывает утверждение. 

Читатель, несомненно, обратил внимание на то, что тео­
рема 3.1.7, равно как и теоремы. 3.1.1 и 3.1.2, сформулирован­
ные, так сказать, с точки зрения первого игрока, соответ­

ствующим образом переносятся и на второго игрока. Так, 
например, справедлива следующая теорема. 

Те о р ем а 3.1. 7'. Пусть с - произвольное вещественное 
число и в > О. Тогда существует такая стратегия §2, ttтo 

sup h+ (р, s1, s2) < с+ в, если v+ (р) <с. 
SI 

Не составляет тру да доказать эту теорему аналогично 
теореме 3.1.7. В качестве важного следствия из теорем 3.1.7 
и 3.1.7' получаем, что любая антагонистическая терминаль­
ная игра имеет значение относительно функций выигрыша 
h+ и h-. 

Т е о р е м а 3.1.8. Для любой позиции р в антагонистиче­
ской терминальной игре имеют место равенства 

sup inf h- (р, s1, s2) = inf sup h- (р, s1, 82) 
81 82 82 SI 

и 

До к аз ат ель ст в о. Мы докажем только первое равен­
ство. Из 

v- (р) = inf sup h- (р, s1, s2) = - оо 
S2 SI 

непосредственно следует равенство 

sup inf h- (р, s1, 82) = - оо. 
81 S2 

Если v-(p) >с> - оо, то из теоремы 3.1.7 следует нера­
венство 

а тем самым и доказываемое утверждение, 
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§ 3.2. Существование и свойства решений 

Вопрос о существовании решений в том или ином смысле 
явJ1яется одним из основных вопросов теории игр. Для от­
вета на этот вопрос в рамках антагонистических терминаль­

ных игр мы можем использовать функции значения, рас­
смотренные в § 3.1. Кроме того, эти функции оказываются 
удобным аппаратом исследования тех или иных свойств раз­
личных решений. Это проявлялось уже в теореме 3.1.6, в ко­
торой доказывалось существование глобальных СРВ в ло­
кально конечной антагонистической терминальной игре. 

Те о р ем а 3.2.1. Пусть антагонистическая терминальна.r~ 
u.гра Г обладает функцией значения v со свойствами 

( 1) 

(2) 

(3) 

v (р) Е Н (Р0) Vp ЕР, 

v (р) = max v (р') Vp Е Р1 , 
р'еур 

v (р) = min v (р') Vp е: Р2 • 
р'еур 

Тогда в игре Г существуют глобальная слабая СРВ § и 
такая соответствующая функция равновесия f, что 
(4) f (р) = f (s (р)) Vp Ер\ Ро. 

До к аз ат ель ст в о. В силу (2) и (3) существует ситуа­
ция s, для которой 

v (s (р)) = v (р) Vp е: Р \ Ро. 

По теореме 3.1.4 s является локальной слабой СРВ для лю­
бой позиции. Мы получим соответствующую ситуации s фунl\­
цию равновесия f, обладающую свойством (4), если для каж­
дого числа t Е Н (Ро) введем множество уровня 

Р (t) = {р е Р 1 v (р) = t}, 

поставим в соответствие каждому t некоторый элемент Pt е: 
Е Р0, для которого Н (Pt) = t, и положим 

f(p)=Pt Vpe:P(t)\D(s). 

Теор е м а 3.2.2. Любая антагонистическая терминальная 
игра Г с дискретными выигрыша,чи имеет глобальную слабую 
СРВ и соответствующую функцию равновесия f, которые 
удовлетворяют условию ( 4) . 

Доказательство. По теореме 3.1.3 игра Г обладает 
функuией значения, которую мы обозначим, например, через 
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v+. Так как множество Н (Р0) конечно, должно быть 

v+ (р) Е Н (Ро) U {+ оо}. 

Пусть с - максимальный элемент в Н (Р0). Положим 

v(p) = { v+ (р), если v+ (р) =1= оо, 
с, если v+ (р) = оо. 

Легко видеть, что v также является функцией значения длн 
Г. Она удовлетворяет ( 1), а в· силу конечности множества 
Н (Р0) и остальным условиям теоремы 3.2.1; значит, утверж­
дение справедливо. 

Из теоремы 3.2.2 таким же образом, как из теоремы 3.1.6, 
выводится существование глобальной сильной СРВ в ло· 
кально конечной антагонистической терминальной игре с 
дискретными выигрышами. Этот результат известен в литера­
туре (Берж [ 1]) и доказывается с помощью трансфинитной 
индукции для локально конечной игры п лиц с полной ин­
формацией и дискретными выигрышами. Однако для рассмат­
риваемого здесь частного случая мы получим его, не исполь­

зуя трансфинитной индукции. 

Свойство (4) означает своего рода однородность СРВ s 
и ее функции равновесия f: двум бесконечным партиям, воз­
никающим в том случае, если сложилась ситуация s, ста­

вится в соответствие одна и та же окончательная позиция, 

поскольку у этих партий есть хотя бы одна общая позиция. 
В том, что не каждая глобальная слабая СРВ § обладает 

такой функцией равновесия f, можно убедиться на следую­
щем примере. 

П р и м ер 3.2.1. Пусть в вершинах графа, изображен­
ного на рис. 5, ход делают указанные при этих вершинах 
игроки. Пусть Н (Ро. о)= О, Н (Ро. 1) = 1. Соответствующая 
антагонистическая терминальная игра не является локально 

конечной и имеет дискретный выигрыш. 
Пусть § - следующая ситуация: 

s (Р1) = s (Р2) = р~, s (Р~) = р~. 
Она характеризуется тем, что ни один из игроков не перево­
дит игру в окончательную позицию. Ситуация § является 
глобальной слабой СРВ. Отображение f: Р -.{ро, о, р0, 1} яв­
ляется функцией равновесия тогда и только тогда, когда 

f(Po.o)=Po.o. f(po,1)=Po.1. f(P1)=Po.1. f(P2)=Po.o' 
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Так как р~ = s(p1)=s(p2), должно быть либо f(p1)#= f(/'~), 

либо f(p2)#=f(p~) в зависимости от определения f(p~). Таким 

образом, свойство (4) в этом примере нарушается для лю· 
бой функции равновесия, соответствующей s. 

Заметим далее, что предположение теоремы 3.2.1 выпол­
няется не только для игр с дискретными выигрышами. Так, из 
конечности всех множеств ур (ре: Р"-Ро) следует существо­
вание функции значения v со свойствами (1)-(3), если 

2 
Ро,о •• .... 11----• 

Р2~1 

·~ (Р. у) 

Р1/Р1' 
Po,t •~---• 

l 
Рис. 5. 

только множество Н (Ро) непусто, ограничено и замкнуто. До· 
казательство можно провести так же, как доказательство 

теоремы 3.2.2. 
По сравнению с локальной сильной СРВ локальная сла­

бая СРВ представляет вообще говоря, устойчивость в мень• 
шей мере. Так, допускается, что ситуация s при надлежащей 
начальной позиции р приводит к бесконечной партии, хотя 
для таких партий выигрыш априори не определен и поэтому 
их нельзя сравнивать с конечными партиями. Кроме того, 
в этом случае соответствующая окончательная позиция р0 (р) 
может не определяться однозначно, так как может быть 

sup h- (р, s1, 82) < inf h+ (р, 81, s2). 
81 81 

и условию 

sup h- (р, s1, 82) ~ Н (Ро) ~ inf h+ (р, 81, s2) 
~ ~ 

могут удовлетворять несколько окончательных позиций р0• 
Однозначность гарантируется, если s порождает конечную 
партию с начальной позицией р. Тогда 

н (Ро) = h- (р, 8) = h+ (р, 8). 

В антагонистической терминальной игре с дискретными выиг­
рышами существует глобальная слабая СРВ s, удовлетворяю-
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щая условию р е D (s) для любой такой позиции р, что 
v-(p) =1= - оо. Это является элементарным следствием сле­
дующей теоремы. 

Теорем а 3.2.3. Пусть Г- антагонистическая термин.аль· 
ная игра, обладающая тем свойством, что множество С = 
= {v-(p) 1 ре Р, v-(p) =1=- оо} вполне упорядочено относи· 
тельно обычного отношения больше-меньше вещественных чи­
сел (каждое непустое подмножество множества С имеет наи­
больший элемент). Тогда существует глобально h--оптилtаль· 
ная стратегия s1 игрока l. Если, кроме того, 

(5) v- (р) == min v- (р') Vp е: Р2 , 
р'еур 

а множество Н (Р0) имеет наименьший элемент, то суще­
ствуют глобальная слабая СРВ s и соответствующая функ­
ция равновесия f, удовлетворяющая условию (4), причем 

(6) ре: D(s) Vp е Р, v- (р) =1= - оо. 

До к аз ат ель ст в о. Прежде всего покажем, что суще­
ствует глобально h--оптимальная стратегия. Пусть се С. 
Множество M(c)={c'e:Clc'<c}, если только оно непусто, 
по предположению обладает максимальным элементом, ко­
торый мы обозначим через т (с). Если М (с)= 0, то поло­
жим т(с) = - оо. Далее, пусть 

Pf ={ре Р11 v-(p)= с}. 

Зафиксируем произвольно с и выберем е так, что О < в < 
< с-т(с). По теореме 3.1.7 существует такая стратегия 

sf игрока 1, что 

(7) inf h- (р, sf, s2) ~ с - е 
S2 

для любой позиции р с v- (р) ~ с, Следовательно, 

(8) v-(sf(p))=v-(p) Vpe:Pf. 

Если бы для некоторой позиции р е Pf в действительности 
выполнялось неравенство 

v- (sf (р)) < v- (р), 
то мы получили бы, что 

inf h-(p, sf, s2)=infh-(sf{p), sf, s2)<v-(sf(p))<m{c)<c-e, 
82 82 

а это противоречит (7), 
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Будем теперь изменять с и построим стратегию 51, поло­
жив 

r sf (р), если ре Р~, 
§1 (р) = ~ произвольный элемент из vp, 

~ 

Тогда из (8) мы получаем 

(9) v- (81 (р)) = v- (р) 't/p е: Р2. 

если ре: Р 1 , 

v-(p)= -оо. 

Теперь мы можем оценить выигрыш h- (р, §1, s2) для про· 
извольных ре Р и s2 6i 82• Для этого положим 

с•= max {v-(p')/ р' Е Р(р, § 1, s2)} 

и р* ЕР (р, 81, 82), где v- (р•) =с•. Из (9), неравенства 

v- (s2 (q)) > v- (q) 't/q е Р2 

и опреде.!Jения 81 следует соотношение 

h-(p, 81, s2)=h-(p•, 81, s2)=h-(p*, sf·, s2)e=;c·~v-(p). 

Таким образом, 

(10) inf h- (р, 81, s2) = v- (р) 't/p ra Р. 

Так как по теореме 3.1.8 должно быть 

v- (р) = sup inf h- (р, s1, 82), 

стратегия 51 является глобально h--оптимальной. 
Пусть теперь выполнено еще (5). Зафиксируем такую 

стратегию 82, что 

v- (52 (q)) = v- (q) 't/q е Р2• 

Тогда для всех р 6 Р справедливы неравенства 

(11) sup h- (р, s1, s2)~h- (р, 81, 82) = v-(p):S: inf h+ (р, 81, 82). 
~ ~ 

Из v- (р) =1= - оо и (10) следует 

inf h- (р, 81, 82) = h+ (р, S1, J2), 
82 

а это означает, что ре D (81, 82). Из v-(p) = - оо мы полу· 
чаем 

sup h- (р, 8 1, 52) = - оо. 
'1 
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Если выбрать Ро Е Ро так, что Н(ро)= min{H(p) IP е Ро}, то 
в случае v-(p) = - оо получается 

(12) sup h- (р, s1, s2) :::::;; Н (fio) < inf h+ (р, s1, s2). 

Если мы положим, наконец, 

f (р) = { р0 , _ если v- (р) = - оо, 
Ро (р, s), если. v- (р) =t= - оо, 

то в силу ( 11) и ( 12) s = (s1, 52) будет ситуацией с требуе­
мыми свойствами, а f- соответствующей функцией равно­
весия. 

В теореме 3.2.3 самым существенным является предполо­
жение о существовании в каждом непустом подмножестве 

множества С наибольшего элемент'!. Мы использовали его 
дважды (существование т(с) и с*). Убедимся теперь на 
примере в том, что без него глобально h--оптимальная стра­
тегия не обязана существовать даже тогда, когда для каж· 
дой позиции р существует локально h-·оптимальная страте· 
гия sf. 

Ро Р1 Pz 

Рис. 6. 

Пр им ер 3.2.2. (Ср. рис. 6.) Пусть 

Р, = {ро, Р2• р4, • • .}, 
Р2={р,, Рз• Ps• ".}, 

Ра 

Ро = {Ро. О• Ро. '' Ро. 21 • • • }, Н (Ро, k) = k. 
Мы имеем 

{ k + 1 если k четное, 
v- (pk) = v+ (pk) = k, ' k 

если нечетное, 

и 

inf h- (Р11.• s~, sJ = v (Р11) 
61 

р4 
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при 

~ (Pt) ::::z { Pt+t• если t ~ k, Pt Ее Р1. 
Ро. t• если t > k, 

Таким образом, стратегия 8~ локально h--оптимальна для Pk· 
Тем не менее глобально h--оптимальной стратегии 51 

здесь нет. Именно, если 81 (Pt) = Pt+t для всех Pt Е Р1 , то 
inf h- (Pk• 81, 82) = - оо для каждого k, а если 81 (pt) = Ро. t 
s, 
для некоторой позиции Pt е Р1 , то для любой стратегии 82 
будет 

Пример 3.2.2 показывает далее, что в антагонистической 
терминальной игре для каждой позиции может существовать 
локальная сильная СРВ, хотя глобальная сильная СРВ не 
существует. Мы убеждаемся в этом, проверив, что ситуация 
sk = (s~, s2), в которой 82 (р1) = ро, t Vpt е: Р2, является ло-
кальной сильной СРВ для Pk Е Р"'-.Ро. 

Однако каждая игра такого рода должна допускать бес­
конечные партии, бесконечное число окончательных и неокон­
чательных позиций. 

Теор е м а 3.2.4. Пусть в антагонистической терминаль­
ной игре Г для любой позиции существует локальная силь­
ная СРВ. Тогда глобальная сильная СРВ в Г существует, 
если Г локально конечна или конечно множество С = 
={v-(p) IP е Р"'-.Ро}. 

До к аз ат ель ст в о. Если игра Г локально конечна, то 
утверждение немедленно следует из теорем 3.1.5 и 3.1.6. Если 
С конечно, то по теореме 3.2.3 существует стратегия § 1, для 
которой 

inf h- (р, 81, 82) = v- (р) Vp е: Р. 
82 

Из существования локальной сильной СРВ следует (тео­
рема 3.1.6), что 

v-(p)=v+(p) VpaP. 

Тем самым можно аналогично теореме 3.2.3 доказать суще­
ствование стратегии 82, удовлетворяющей условию 

suph+ (р, s1, 82) = v+ (р) Vp а Р. 
11 
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Таким образом, для каждой позиции р 

sup h+ (р, 8 1, 82) = inf h- (р, 81, 82) 
81 82 

и, значит, § = (§1, §2) является глобальной сильной СРВ. 

§ 3.3. Задачи 

1. Исходя из примера, представленного на рис. 7, показать, что, во­

обще говоря, две глобальные слабые. СРВ 81 = ( 8J, 8}) и 8~ = ( 8I, 8j) 
могут не быть ни равноценными, ни прямоугольными 1), т. е. они не обла­

дают общей функцией равновесия, и ситуации ( s:, s~). ( si, 81) не яв­
ляются глобальными (локальными) слаб1>1ми СРВ). Какую функцию зна-

Н -1 +1 

Ро,1 81 81Ро,2 
(Р. у, Н) 

1. • 2 
Р1 Р2 

Рис. 7. 

чения имеет эта игра? Для каких позиций существуют локальные си.nьиые 
СРВ? 

1 ( 1 1) 2. Показать, что если 8 = 8 1, 82 и 82 = ( 8Т, s~) - две .nокальиые 
сильные СРВ для позиции р, то 

h- (р, 81) = h- (р, 82), 

а также, что ситуации ( 8:, 8~) и ( 8Т, 8~) являются .покальными сильными 
СРВ для р. 

3. Доказать, исходя из примера 3.2.2, что из существования локальной 
сильной СРВ (для каждой позиции), вообще говоря, не следует существо­
вания глоба,11ьной слабой СРВ s, для которой ре D(S) д.nя всех таких 
позиций р, что v-(p) > -оо. 

4. Доказать, что в антагонистической терминальной игре глобально 
h+-оптнмальная стратегия игрока 1 существует тогда и только тогда, 
когда 

v+ (р) - max v+ (р') V р ЕЕ Р1 • 
p'Eii'VP 

5. Доказать, что игра Ним обладает ровно одной функцией значения 
в том и только том случае, когда· функция игры / не ставит в соответ­
ствие значения оо ни одной вершине графа. 

1) Для краткости здесь и далее мы используем термин «nрямоуголь­
ность СРВ», хотя точнее было бы говорить о прямоугольности множеств 
СРВ. - Прим. перев. 



4 

Терминальные игры 

В этой главе мы изучаем общие терминальные игры и бу• 
дем преследовать в основном две цели. 

l. Внести ясность в вопрос о существовании решений. 
2. Охарактеризовать взаимосвязь различных решений и 

их свойства. 
Наш подход будет аналогичен подходу, примененному в 

гл. 3. Сначала мы определим функцию решения (в антаго• 
нистическом случае она представляет собой некоторую спе~ 
циальную функцию значения)- удобное средство для наших 
исследований. В § 4.1 мы установим взаимосвязь между 
функциями решения и глобальными (сильными и слабыми) 
СРВ, используем ее для формулировки критерия равновес­
ности и для доказательства свойств равноценности и пря­
моугольности глобальных СРВ в локально конечных играх 
с взаимно однозначными функциями выигрыша. 

Если ограничиться играми с конечным числом оконча­
тельных позиций, то взаимная однозначность функций выиг­
рыша Hi становится в известной мере типичным невырож­
денным случаем (ни один игрок не должен одинаково оце­
нивать две различные окончательные позиции), а коль скоро 
взаимная однозначность имеет место, для локально конеч­

ных игр с дискретными выигрышами получаются следующие 

утверждения. 

Все глобальные СРВ с одной и той же начальной пози­
цией приводят к одной и той же окончательной позиции. 

Множество s0 всех глобальных СРВ непусто и с помощью 
некоторого отображения у0.: Р"-Ро-+ 2Р представимо в виде 

S0 ={sls: Р'\Ро-.Р, в(р)е.у0р VpEP'\.Po}. 

Отображение у0 ставит в соответствие каждой позиции «пра• 
вильные» ходы и однозначно определяется с помощью функ· 
ции решения. 

Естественные попытки обобщить теоремы, доказываемые 
в § 4.1, находятся в центре внимания § 4.2. На основ1t 
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различных контрпримеров мы покажем, что использованные 

предположения были существенными и доказанные утверж· 
дения не поддаются усилению. В частности, в локально ко• 
нечных играх с взаимно однозначными функциями выигрыша 
локальные СРВ (в противоположность глобальным СРВ) не 
должны быть обязательно равноценными или прямоуголь· 
ными, ибо локальная СРВ может возникнуть вследствие од· 
ного того, что в соответствии с указанным выше отображе· 
нием у0 все игроки ходят «неправильно». Таким образом, 
даже для «наиболее приятных»· неантагонистических терми­
нальных игр этим СРВ присущи недостатки, известные из 
теории общих стратегических игр. 

В § 4.3 мы займемся, наконец, вопросом существования 
слабых СРВ в не обязательно локально конечных играх п 
лиц с дискретным выигрышем. Мы покажем, что в случае 
п = 2 для каждой позиции игры существует локальная сла­
бая СРВ, а для п > 2 мы приведем примеры игр с конечным 
числом позиций, не имеющих глобальных слабых СРВ. От­
крытыми остаются два вопроса: всегда ли в случае п = 2 су­
ществует глобальная слабая СРВ (как в антагонистических 
играх) и существуют ли в случае п > 2 локальные слабые 
СРВ (хотя бы своя для каждой позиции). Для ответа на 
каждый из этих вопросов нельзя воспользоваться как вспо­
могательным средством ни трансфинитной индукцией по по­
рядку графа позиций, ни существованием функции решения. 
Поэтому положительный ответ в каждом случае требует 
дальнейшего развития самих методов исследования, а они 
13 свою очередь могли бы дать новые идеи для разработки не· 
которых комбинаторно-логических проблем. 

§ 4.1. Функции решения и ситуации равновесия 

Пусть Г = (Р, у, Н, п)- произвольная терминальная игра. 
Определение 4.1.1. Отображение g: Р-+Р0 назы­

вается функцией решения игры Г, если оно удовлетворяет 
следующим услоРиям: 

(D 1) g(p) = р Vpe: Ро: 

(D 2) Ht (g (р)) = max Ht (g (р')) 
р'еур 

Vp е: Р1 , Vi е: /; 

(D 3) g (р) е: {g (р') 1 р' е: ур} 

В антагонистической терминальной игре из функции ре­
шения g с помощью равенства v (р) = Н1 (g(p)) получается 
функция значения, обладающая следующим свойством: 

v (р) Е {v (р') lp' е: ур} n Н1 (Ро) Vp е: р '\ Ро. 



§ 4.1. Функции решения и ситуации равновесия Bl 

Обратно, существование такой функции значения обеспечи­
вает существование функции решения (задача 1). 

Из теорем 3.1.5 и 3.2.1 следует, что в антагонистическом 
случае существование глобальной сильной СРВ гарантирует 
существование функции решения, а последняя в свою оче­
редь - существование глобальной слабой СРВ. Как показы­
вает следующая теорема, это справедливо для любой терми­
нальной игры. 

Теорема 4.1.l. (а) Если s-такая глобальная сильная 
СРВ терминальной игры Г, что Р = D (s), то равенство 

(1) g (р) = Ро (р, s) 

порождает функцию решения этой игры. 
(Ь) Если g-функция решения игры Г, то каждая ситуа­

ция s, удовлетворяющая условию 
(2) g(s(p))=g(p) VpEP'\Po. 

является глобальной слабой СРВ с функцией равновесия g. 

Доказательство. (а) В силу того что p0 (p,s)=p 
для рЕР0 и Po(p,s)=po(s(p),s) для рЕР'-Ро, построен-­
пая функция g удовлетворяет требованиям (D 1) и (D 3). 
Пусть теперь i Е /, р Е Pi и р' е: 'VP· Так как s - глобальная 
слабая СРВ и ре: D (s), для любой стратегии Si Е Si должно 
быть h/ (р, s 11 s1) < h1- (р, s). Если мы положим, в частности, 

то 

( )-{ s1 (q), если q:/=p, qsP1, 
S1 q -

р', если q = р, 

h/ (р', s) < hl (р, s) и hl (р, s) = max hl (р', s), 
р'еур 

где максимум достигается в s (р). Если, наконец, принять во 
внимание справедливость для любой позиции q равенства 
hl (q, s) = Н1 (р0 (q, s)), то становится ясно, что g удовлетво­
ряет также и требованию (D 2). 

(Ь) Пусть ситуация s удовлетворяет условию (2) для 
функции решения g. Выберем р Е Р, i Е / и Si Е S1. Если 
р' е: Р (р, s), то в силу (2) g (р') = g (р) и, в частности, 

(3) g (р) Е Ро n р (р, s), если р Е D (s). 

Если р' е: Р (р, s 11 s1), то из (2) и (D 2) следует 

н i (g (р')) ~ н 1 (g (р)). 
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Это неравенство справедливо, в частности, и для р' Е 
Е Р(р, slls1)П Ро, откуда следует 

(4) h/ (р, s 11 s1) < Н1 (g (р)). 

В силу (3) и (4) s является глобальной слабой СРВ, а g­
соответствующей функцией равновесия. 

В соответствии с теоремой 4.1.1 функция решения уста­
навливает связь между глобальными сильными и глобат.­
ными слабыми СРВ. Каждая глобальная сильная СРВ 
(даже глобальная слабая СРВ, если она не допускает беско­
нечные партии) порождает посредством ( 1) функцию реше­
ния, а каждая функция решения с помощью (2}- глобалr..­
ную слабую СРВ. Кроме того, в силу (D 3) обеспечивается 
существование ситуации s, удовлетворяющей условию (2). 
Если функцию решения рассматривать как отношение экви­
валентности на множестве позиций (две позиции р' и р" на­
зываются эквивалентными, если g (р') = g (р")), то требова­
ние (2) означает, что ни один игрок не должен «выходить» 
из класса эквивалентности. 

В качестве следствия из последней теоремы мы получаем 
первый результат о равноценности и прямоугольности гло­
бальных СРВ. 

Следствие 4.1.1. Пусть st и s2-две глобальные сла­
бые СРВ терминальной игры Г, удовлетворяющие условиялt 
Р = D(s 1 )П D(s2) и Ро(р, s1) = Ро(Р, s2) Vp ЕР. 

Тогда для каждого подмножества К множества игроков / 
ситуация 1) s1 llsi< является глобальной сильной СРВ игры Г, 
а функция g(p) = р0 (р, s 1)- соответствующей функцией рав­
новесия. 

По теореме 4.1.1 (а) функция g является функцией реше­
ния. В силу того что g(p) = g(s 1 (р)) = g(s2 (p)) для вс~х 

р Е Р"-.,_Ро, ситуация s = s1 11 sk удовлетворяет условию (2) и 
теорема 4.1.1 (Ь) дает требуемое утверждение. 

Из дальнейшего применения теоремы 4.1.1 вытекает сле­
дующее свойство равновесности. 

1) Напомним, что в s1 11 sk игрок i применяет стратегию sr, если i е К, 
и стратегию в), если i е l '. К. 
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Теор е м а 4.1.2. Ситуация s в терминальной игре Г тогда 
и только тогда является глобальной слабой СРВ со свой­
ством Р = D (s), когда 

(б) ht (р', s) ~ h/ (р, s) Vi е /, Vp ЕР,, Vp' е ур. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть s - глобальная слабая СРВ, 
Р са D (s), а g - полученная для s из ( 1) функция решения. 
Тогда для i е /, р Е Pi и р' Е ур в силу (D 2) имеем 

hj (р', s) = Н1 (Ро (р', s)) = Н1 (g (р')) ~ Н1 (g (р)) = h1- (р, s). 

Пусть теперь s удовлетворяет неравенству (5). Тогда для 
ре:Р1 

ht (р, -~) = ht (s (р), s) ~ hi- (р, s) 

и, следовательно, ре D (s). Таким образом, Р = D (s). 
Определим функцию g посредством g (р) = р0 (р, s). В силу 

равенства ht (р, s) = h/ (р, s) = Н 1 (р0 (р, s)) она удовлетво­
ряет условиям (D 1), (D 2) и (D 3) и, значит, является функ­
цией решения. Так как s и g, очевидно, удовлетворяют (2), 
§ должна быть глобальной слабой СРВ. 

Для любой локально конечной терминальной игры нера• 
венство (5) является необходимым и достаточным условием 
того, что s представляет собой глобальную СРВ. Оно более 
удобно в обращении, нежели определение глобальной СРВ 
(ер. определения 1.4.2 и 1.4.3), поскольку следует принимать 
во внимание не все стратегии, а лишь возможные ходы во 

всех позициях. 

В локально конечной терминальной игре существование 
функции решения обеспечивает существование глобальной 
СРВ. Условие (2) показывает далее, как с помощью изве­
стной функции решения определить глобальную СРВ. По­
этому следующая теорема будет содержать в качестве част­
ного случая утверждение о том, что каждая локально ко­

нечная терминальная игра с дискретными выигрышами обла­
дает глобальной СРВ. Этот результат, сформулированныi1 
для игр с полной информацией, является одной из важней­
ших теорем существования в теории игр. Он был впервые 
доказан Цермело [ 11 для игр с конечным числом позиций. 
Дж. фон Нейман и d. Моргенштерн в своей монографии [1] 
привели доказательство, продемонстрировавшее справедли• 

вость этой теоремы существования для локально ограничен­
ных игр, и, наконец, Верж [ 1], идею доказательства .кото­
рого (трансфинитная индукция) мы здесь используем, пока-
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зал, что каждая локально конечная игра с полной информа• 
цией и дискретными выигрышами обладает глобальной СРВ. 

Т е о р е м а 4.1.3. Каждая локально конечная терминаль­
ная игра с дискретными выигрышами обладает функцией ре­
шения. 

До к а з ат ель ст в о. По теореме 1.6.1 граф позиций 
(Р, у) локально конечной игры Г = (Р, у, Н, п) имеет поря· 
док а:0 • Определенные уже при нахождении порядка графа 
множества Qa: 

Qo=Po, 
Qa = y+Qa-1, если порядковое число а имеет предшествен­

ника а:- 1, 

Qa"""" U Qp, если а > О и не имеет предшественника, 
Р<а 

удовлетворяют следующему условию: 

VP С: U Qp 't/p 6 Qa, а~ «о И Qao = Р 
Р<а 

(ер. § 1.6). 
Определим теперь функцию решения g индуктивно на 

множествах Q11 '\ U Qp (а ~ ао), положив 
Р<а 

g(p)-= p 't/p а Qo. 

Пусть g (р) уже определено для всех позиций р из U Qp; 
Р<а 

если ре Р 1 П (Qa '\ U QP) , то выберем такой элемент Рое; 
Р<а 

E5i {g (р') 1 р' е: ур}, что 

Н1 (Ро) = max {H1(g(p')) /р' е: ур}. 

Его существование гарантируется тем, что Г имеет ди­
скретные выигрыши. Положим g(p) = р0• Из построения не­
медленно следует, что функция g есть функция решения 
игры Г, 

В доказательстве последней теоремы условие дискретно• 
сти выигрышей было необходимо исключительно для того, 
чтобы обеспечить существование максимального элемента 
в каждом из множеств {H;(g(p')) \р' е: ур}. Для этого вовсе 
не о~язательно требовать конечность множества Н (Р0), а до­
статочно, например, пре.zщоложения о том, что для каждого 
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непустого подмножества S с: Р0 и каждого l е / множество 
Hi (S) обладает максимальным элементом (каждая из функ­
ций Hi порождает на Р0 полное упорядочение), или предпо­
ложения, что ур конечно для каждой позиции ре Р. 

Доказательство теоремы 4.1.3 в то же время обрисовы• 
вает способ построения функции решения, который содер­
жательно не отличается от описанного в § 2.1 рекурсивного 
определения выигрышно-проигрышного разбиения локально 
конечной игры Ним: если функция g определена уже на не· 
котором подмножестве Q множества всех позиций, удовлет­
воряющем условиям Р0 с: Q и yQ с: Q, а функция g удов­
летворяет там требованиям (D 1), (D 2) и (D 3), то g можно 
продолжить в соответствии с (D 2) и (D 3) на множество 
Q' = Q U{p е P""-QlvP с: Q}. Если граф (Р, у) имеет конеч· 
ный порядок, то функция решения строится за конечное 
число шагов. В противном случае функцию решения необ" 
ходимо определить дополнительно с помощью обычного ин­
дуктивного перехода (впервые мы сталкиваемся с этим на 

Q111 '\ U Qk), поскольку мы начинаем с Q = Р0, а это явно 
k=l 

усложняет конструкцию функции решения. Сложности тех­
нического характера при определении функции решения мо­
гут возникать также из-за того, что динамику игры у слИIН· 

ком трудно формализовать (например, в шахматах, кото­
рые становятся локально конечной игрой, если искусственно 
ограничить Число ходов), или из-за того, что решение за­
дачи дискретной оптимизации 

max {Н1 (g(p')) lp' еа ур}, 
в которую р входит как параметр, само по себе представ· 
ляет проблему. Вопреки сильно ограниченным таким обра­
зом возможностям ее практического вычисления функция 
решения является полезным средством изучения свойств гло· 
бальных ситуаций равновесия в терминальных играх. 

Теорема 4.1.4. Пусть s1 и s2 -две глобальные СРВ ло­
кально конечной терминальной игры, в которой функции вы­
llгрыша Н; каждого игрока явitяются взаимно однозначными. 

Тогда для каждого подмножества К с: / ситуация s1 llsk 
также является глобальной СРВ и 

Ро(р, s1) = Ро(р, s2) Vp е Р. 

До к аз а тел ь ств о. Согласно теореме 4.1.1, достаточно 
показать, что рассматриваемая игра обладает не более чем 
одной функцией решения. Тогда из существования глобаль-
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ной СРВ следует существование в точности одной функции 
решения g, и мы получаем требуемое утверждение, поскольку 
ситуации s 1, s2 вместе с g удовлетворяют равенетвам (1) и 
(2). 

Рассмотрим поэтому две функции решения g1 и g2 и 
определенные в ходе доказательства теоремы 4.1.3 множе­
ства Qa.. 

На Q0 функции g1 и g 2 совпадают в силу (D 1). Пусть 
g1 (р) = g2(P) для всех р Е U Qp. Тогда для р Е Qa. будет 

Р<а. 

урс 11 Qp 
р~а 

и поэтому 

{g1 (р) IP е vt} = {g2 (р) IP 6i ур}. 

Выберем i е / так, что ре Р1. Поскольку функция Н1 
взаимно однозначна, в множестве {g1 (р) IP е ур} существует 
не более одного элемента Ро. для которого 

Н1 (Ро) = max {Н1 (g1 (р)) IP е: ур}, 

и из (D 2) и (D 3) следует g 1 (р) = Ро = g2 (р). Принцип 
трансфинитной индукции приводит к равенству g 1 = g2. 

Свойства равноценности и прямоугольности СРВ, которые 
установлены в теореме 4.1.4, являются в конечном счете ре· 
шающими в вопросе о том, рассматривать ли СРВ как реше· 
ние бескоалиционной игры без ограничения или нет. А имен­
но, если имеется несколько СРВ и игроки выбирают страте· 
гни, которые соответствуют различным СРВ, то, вообще го­
воря, вовсе не обязательно возникает СРВ. В этом случае 
игроки должны были бы каким-то образом согласовать свои 
стратегии, что означает уже некую форму кооперации. 

С другой стороны, если разные СРВ благоприятны для 
нескольких игроков в различной степени и не существует 
СРВ, лучшей для всех игроков, то совсем не ясно, какую 
из СРВ следует осуществлять. 

Только равноценность и прямоугольность глобальных СРВ 
в локально конечных терминальных играх с взаимно одно­

значными функциями выигрышей всех игроков, строго го­
воря, обосновывают это понятие решения. Если обратиться 
к конструкции функции решения в доказательстве теоре­
мы 4.1.3, то легко усмотреть, что предположение о взаимной 
однозначности функций Hi является существенным (соответ· 
ствующий пример будет приведен в § 4.2). Предположение 
о локальной конечности представляется, напротив, связан-
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ным лишь с техникой доказательства. То, что оно в то же 
время необходимо для справедливости утверждения теоремы, 
мы увидим в следующем параграфе. 

§ 4.2. Особенности ситуаций равновесия 

Целью этого параграфа является более точное рассмот­
рение результатов, полученных в § 4.1. Мы займемся иссле­
дованием следующего вопроса: можно ли усилить доказан­

ные там утверждения и соответственно справедливы ли они 

при более слабых предположениях; при этом мы специально 
займемся теоремами 4.1.1 и 4.1.4. Ответ оказывается отрица· 
тельным и подтверждается соответствующими примерами. 

4.2.1. Игры без функциii решения 

В теореме 4.1.1 бросается в глаза определенная асиммет­
рия формулировки: 

(а) каждая глобальная слабая СРВ, всегда приводящая 
к конечной партии, порождает функцию решения; 

(Ь) существование функции решения обеспечивает только 
наличие глобальной слабой СРВ без этого свойства конеч• 
ности. 

Убедимся сначала в том, что относительно утверждения 
(Ь) нельзя ожидать ничего большего. Для этого рассмотрим 
локально конечную игру с дискретными выигрышами, к ко· 

торой мы добавим одну или несколько позиций, из которы.'1: 
нельзя достичь никакой окончательной позиции. Первона· 
чальная игра обладает функцией решения. Если мы поставим 
в соответствие добавленным позициям произвольно одну и 
ту же окончательную позицию, то получим функцию решения 
расширенной игры. В этой новой игре нет ситуаций, в кото· 
рых все партии были бы конечными. В простейшем случае 
граф позиций сконструированной таким способом игры имеет 
следующий вид: 

Р = {ро, р}, VPo = 0, VP = {р}. 

Сложнее ответить на содержащийся в (а) вопрос о том, 
обеспечивает ли уже существование некоторой произвольной 
глобальной слабой СРВ существование функции решения. 
К:ак показывает приведенный ниже пример, ответ на этот 
вопрос также отрицателен. 

Пр им ер 4.2.1. Рассмотрим игру трех лиц с графом по· 
зиций (Р, у), изображенным на рис. 8, а. 
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Рис. 8. 

Пусть в отдельных вершинах ходят указанные около них 
игроки, а функции выигрыша удовлетворяют неравенствам 

Н1 (Р1) < Н1 (Р2) < Н1 {р3), 
Н2(Р2) < Н2 (рз) < Н2(Р1), 
Нз(Рз) < Н2(Р1) < Нз(Р2)0 

Тогда эта игра имеет глобальную слабую СРВ s с функцией 
равновесия f, представленной на рис. 8, Ь, 
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Для того чтобы убедиться в том, что эта игра не имеет 
функции решения, предположим противное и рассмотрим сна­
чала позицию аз. Здесь ходит игрок 3, и он может привести 
игру к лучшей для него окончательной позиции р2• Следова­
тельно, g (аз)= р2 . Аналогично сразу же видно, что должно 
быть g(а1)=Рз и g(a2)=p1. В силу Н1(Р1)< Н1(Р2)= 
= Н1 (g(аз)) отпадает случай g(b1) = Р1· Также невозможны 
случаи g(b2)=p2 и g(Ьз)=Рз· Рассмотрим два оставшихся 
случая g(b1)= Р2 и g(b1) = Рз· 

Из g(b1) = Р2 в силу 

Нз (Р2) = max {Нз(g (р)) 1 ре: vЬз} 

немедленно следует g(Ьз)=р2. Значит, g(уЬ2)={р2,Рз} и, 
следовательно, g (Ь2) = р3 • Поэтому g не может быть функ­
цией решения, так как Ь2 е: уЬ1 и Н1 (g(b2)) > Н1 (g(b1)). 

Из g(Ь1)=рз в силу того, что Н1(g(аз))<Н1(рз), сразу 
следует g(b2) = рз. Таким образом, в качестве g(Ьз) можно 
рассматривать только р2, поскольку g(Ьз) = Рз уже было ис­
ключено, а g(Ьз) = р1 противоречит требованию H2(g(b2)) = 
= max { Н 2 (g (р) ) 1 р Е уЬ2}. 

Из g (Ьз) = Р2 мы, однако, получаем, что 
g (Ьз) ф {g (р) 1 РЕ VЬз} = {р,, Рз}, 

а это снова показывает, что g не может быть функцией peJ 
шения. Таким образом, заданная игра на самом деле не об­
ладает функцией решения. 

Указанная для этой игры глобальная слабая СРВ s не 
обладает функцией равновесия f, удовлетворяющей условию 

f(s (р)) = f (р) Vp ЕР\. Р0, 

т. е. ситуация s не однородна. С некоторым трудом можно 
убедиться в том, что данная игра вообще не имеет однород· 
ных глобальных слабых СРВ. Поэтому возникает предполо· 
жение, что существование однородной глобальной слабой 
СРВ во всяком случае могло бы гарантировать существова­
ние функции решения. Оно, однако, опровергается следую­
щим примером. 

Пр им ер 4.2.2. (Ср. рис. 9.) Пусть функции выигрыша 
удовлетворяют неравенствам 
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Существует однородная глобальная слабая СРВ s, изобра­
женная вместе со своей функцией равновесия f на рис. 10. 

Отсутствие функции решения можно проверить анало­
гично примеру 4.2.1, рассмотрев внутренний цикл графа 
(Р, у). 

4.2.2. Отсутствие равноценности 
и прямоуrольности ситуациii равновесия 

По теореме 4.1.4 все глобальные сильные СРВ терминаль­
ной игры Г равноценны и прямоугольны, если (а) все функ­
ции выигрыша Н1 взаимно однозначны и, кроме того, (Ь) 
игра Г локально конечна. 

Поскольку в рассмотренных до сих пор примерах все 
гЛобальные сильные СРВ были равноценными и прямоуголь­
ными, не совсем ясно, в какой мере эти предположения не­
обходимы. Кроме того, естественно возникает вопрос о том, 
справедливо ли утверждение теоремы для локальной силь­
ной СРВ. На примере следующих трех игр мы покажем, что 
теорема 4.1.4 неверна, если 

1) отказаться от предпо.~южения (а); 
2) отказаться от предположения (Ь); 
3) перенести утверждения на локальные сильные СРВ. 

Пр им ер 4.2.3. Игра Г является локально ограниченной 
игрой двух лиц, глобальные СРВ в ней не являются ни рав­
ноценными, ни прямоугольными (ер. рис. 11). 

Ситуации s1, s2 на рис. 12 являются глобальными СРВ. 
В силу того что h2 (а1, s1) < hi (а1, s2), эти ситуации не 

равноценны. Кроме того, ситуация (sl, s~) не является гло· 
бальной СРВ. 

Пр им ер 4.2.4. Игра Г четырех лиц с взаимно одно­
значными функциями выигрыша всех игроков не является 
лока.11ьно конечной. Глобальные СРВ в ней не являются ни 
равноценными, ни прямоугольными (ер. рис. 13). Пусть вы­
полнены неравенства 

Н1 (р2) < Н1 (Р1) < Н1 (рз)(< Н1 (р4)), 
Н2(р,) < Н2(Р2) < Н2(РзН< Н2(р4)), 
Нз(р4) < Нз(Рз) < Нз(Р1Н< Нз(Р2)), 
Н4(рз) < Н4(р4) < Н4(р1){< Н4(р2)). 

Обозначим через s1 ту ситуацию, в которой игроки 1 и 2 
переводят игру соответственно в Р1 и р2, а игроки 3 и 4, на­
против, не переводят игру в окончательную позицию. Пусть 
в ситуации s2, наоборот, именно игроки 3 и 4 выбирают соот-
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Рис. 11. Н1 (р1) = Н, (р2), Н2 (р1) < Н2 (р2). 
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ветственно р3 и р4 , а игроки 1 и 2 отказываются от выбора 
'окончательных позиций. 

Тогда, как легко видеть, s1 и s2 - глобальные сильные 
СРВ. Для каждой позиции ре Р"-Ро и каждого игрока l 
будет 
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и построенная из s1 и s2 ситуация s = ( s~. s~, s~. sl) является 
глобальной сильной СРВ. То же самое можно сказать и о 
ситуации s' = (s:, s~. s~. s:). 

Пр им ер 4.2.5. Г - лока.Льно ограниченная (неантаrо· 
нистическая) игра двух лиц с взаимно однозначными функ­
циями выигрыша обоих игроков. Локальные СРВ в ней не 
являются ни равноценными, ни прямоугольными (рис. 14). 

Ситуация s 1 является единственной глобальной СРВ, а 
ситуация s2 -локальной СРВ для позиции р (рис, 15). 
Мы имеем 

h2 (р, s1) = Н2(Р1) < Н2(Ро) =h2 (р, s2). 
Ни ситуация s = (s:. s~). ни ситуация s' == (s~, s~) не являются 
локальными СРВ для р (рис. 16). 

Примеры 4.2.3 и 4.2.4 показывают, что в том случае, когдв 
l(j выпQлнены предположения теоремы 4,1.4, глобальны• 



94 4. Терминальные игры 

сильные СРВ могут страдать теми же недостатками, что и 
СРВ общих неантагонистических стратегических игр. 

Особого внимания заслуживает пример 4.2.5. По сравне­
нию с глобальной СРВ в s2 оба игрока ходят в каждой пози­
ции «Неправильно», и возникает локальная СРВ. «Плохим» 
выбором р2 второй игрок вынуждает первого выбирать р0 11 
тем самым обеспечивает себе больший выигрыш. Представ­
ляется разумным рассматривать выбор Р2 как угрозу игро­
ка 2 игроку 1 (которая, конечно, осмысленна только в том 
случае, когда партия начинается ·в р). Далее, последний при­
мер иллюстрирует тот факт, что даже в локально ограни­
ченной игре глобальные СРВ, вообще говоря, не состав­
ляются элементарным образом из локальных СРВ. То есть 
если sP (р Е Р) является локальной СРВ для позиции р, то 
ситуация s, определенная равенством 

s(p)=sP(p) Vpe:P'\P0 , 

может не быть глобальной СРВ. В локально конечных анта­
гонистических играх, напротив, таким способом можно по­
строить глобальную СРВ (см. теоремы 3.1.5 и 3.1.6). 

§ 4.3. Замечания о существовании ситуаций равновесия 

Мы уже установили, что каждая локально конечная тер­
минальная игра с дискретными выигрышами имеет глобаль· 
ную (сильную) СРВ (теорема 4.1.3), а каждая антагонисти· 
ческая терминальная игра (также с дискретными выигры­
шами)- однородную глобальную слабую СРВ (теоре­
ма 3.2.2). Предположение о дискретности выигрышей здесь, 
очевидно, существенно, поскольку легко построить игры, ко­

торые не обладают этим свойством и ни для одной неокон­
чательной позиции не имеют локальной слабой СРВ. Напри­
мер, это так, если урс: Рос: .R1 для всех р Е Р"-Ро, ур от­
крыто, а Н1 - строго монотонная функция для каждого 
iEI. 

Поэтому в дальнейшем мы ограничимся рассмотрением 
терминальных игр с дискретными выигрышами и покажем 

существование локальных слабых СРВ для игр двух лиu. 
Мы увидим также, что игры п лиц в случае п > 3 имеют гло· 
бальные слабые СРВ не всегда. Все же два основных во• 
проса остаются открытыми. 

4.3.1. Открытые вопросы 

1. Существует ли для каждой позиции игры плиц (п ~ 3), 
с дискретными выигрышами локальная слабая СРВ? 
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2. Существует ли для каждой игры двух лиц с дискрет­
ными выигрышами глобальная сильная СРВ? 

Если бы ответ на первый вопрос был положителен, то это 
подтвердило бы интуитивное предположение о том, что каж­
дая терминальная игра с полной информацией и конечным 
числом градаций выигрышей (при фиксированной началь­
ной позиции) имеет СРВ в чистых стратегиях при условии, 
что в неопределенном случае бесконечной партии выигрыши 
игроков устанавливаются надлежащим образом. Тем самым 
для игр без дискретных выигрышей в том случае, когда все 
множества Hi (Р0) имеют ~онечную верхнюю грань, получа­
лось бы соответствующее утверждение о существовании 
е-СРВ 1). 

Ответ на второй вопрос, с одной стороны, мог бы помочь 
при изучении первого вопроса для п = 3; с другой стороны, 
он определил бы, занимают ли антагонистические игры осо­
бое место в вопросе о существовании глобальных СРВ среди 
терминальных игр двух лиц. Помимо этой центральной роли, 
которую оба этих вопроса играют для пополнения теории по­
зиционных игр, они вообще существенны для дальнейшего 
развития методов исследования позиционных игр. Поскольку 
мы имеем дело с играми, не являющимися локально конеч­

ными, то, во-первых, отпадает как средство доказательства 

трансфинитная индукция по порядку графа позиций. Во­
вторых, нет никаких осн.ований ожидать, что для ответа хотя 
бы на один из этих двух вопросов можно было бы исполь­
зовать удобное для антагонистических игр понятие функции 
значения. Эти же трудности возникают и тогда •. когда мно­
жество позиций предполагается конечным. Правда, в этом 
случае напрашивается идея разрешить вопрос с помощью 

индукции по общему числу вершин и дуг графа позиций 
(Р, у) и использовать следующее рассуждение. 

Если дана терминальная игра Г = (Р, у, Н, п) (п > 3 и 
фиксировано) с конечным числом позиций, в которой не для 
каждой позиции существуе::- локальная слабая СРВ, то среди 
всех таких игр существует игра с нинимальным общим чис-

.1ом вершин и дуг (т. е. число 1Р1 + L 1ур1 миниtvrально)·. 
реР . 

Рассмотрим такую «минимальную» игру г0 и примем, что 
не существует локальной слабой СРВ для позиции р. В го 
имеются хотя бы две позиции и две дуги (два хода). Запре­
тим какой-либо ход из р в q (q е ур). В получающейся но-

1) В том смысле, что в определении 1.4.1 условие (D 2) заменяется 
условием 
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вой игре для р уже существует локальная слабая СРВ Sp, q. 

Поскольку ситуация Sp, q не является локальной слабой СРВ 
в г0 для р, найдется такая стратегия t1 игрока, которому 
принадлежит очередь хода в позиции р, что 

ht (р, Sp, q // t t) > Н l (f (р)}. 
Отсюда с помощью конкретного выбора позиций р и q мы 
получаем некоторую информацию о «минимальном контр­
примере» г0• Следовательно, в случае р =F р позиция р, оче­
видно, должна быть достижима· из р, для чего множество 
всех заканчивающихся в р дуг "ГР должно быть непустым. 
Далее, не может быть q = р, так как в противном случае 
игрок i, используя ход (р, q), добивается только бесконеч:­
ной партии. Мы получаем таким образом, что ''ГР= !О. 
Дальнейшие свойства игры г0 описываются в § 4.4. Все они 

· могут быть установлены без особого труда. 
Следует ожидать, что так получаемая информация об 

игре го облегчает ответ на первый вопрос (к ответу на вто­
рой вопрос, естественно, можно подходить сходным обра· 
зом). Автору, однако, не удалось пока таким путем найти от· 
веты на эти вопросы (для игр с конечным множеством по· 
зиций). 

4.3.2. Два результата 

Мы докажем уже упомянутый выше результат, заклю• 
чающийся в том, что в каждой игре двух лиц с дискрет­
ными выигрышами для каждой позиции существует локаль· 
пая слабая СРВ. Далее мы приведем пример игры п лиц 
(п ~ 3), не имеющей глобальной слабой СРВ. Тем самым 
вопросы существования СРВ в терминальных играх по су· 
ществу сводятся к указанным в предыдущем пункте про­

блемам. 

Т е о р е м а 4.3.1. Для каждой позиции терминальной 
игры двух лиц с дискретными выигрыша,чи существует ло­
кальная слабая СРВ. 

Доказательство. Пусть Г=(Р,у,Н,2)-игра с ди­
скретными выигрышами и р Е Р - некоторая фиксирован­
ная позиция. Рассмотрим антагонистическую терминальную 
игру Г', получающуюся из Г, если второму игроку приписать 

функцию выигрыша Н~ = - HI' оставив остальное без изме­
нения. По теореме 3.1.3 игра Г' имеет минимальнуЮ функ­
цию значения v-. Далее, поскольку Г' является игрой с ди-
скретными выигрышами, существует ситуация s- = (sl' si)• 
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удовлетворяющая равенству 

v- (s- (р)) = v-(p) Vp е Р 'Р0• 

В игре Г существует стратегия s"{ игрока 2, которая с на· 
чальной позицией р обеспечивает ему мак~имальный выиг· 
рыш против стратегии s1, т. е. 

hi (р, s1, si) = sup h2 (р, s1, t2). 
t,es, 

Чтобы это равенство было выполнено, достаточно разумно 
определить стратегию st ТОЛЬКО В ПОЗИЦИЯХ ИЗ Р2 Пр (р, SI' st). 
Построим стратегию s2 по следующему правилу: 

{
st(p), если pe:P2 ПP(p,sl'si), 

S2 (р) = _ ( ) (- +) s2 р , если ре: Р2 'Р р, sl' s2 • 

Тогда, как и для 82 = si, справедливо равенство 
(1) h2 (р, 81, s2) = sup h2- (р, 81, /2). 

t,es, 

Ситуация s = (s1, s2) и функция значения v- удовлетво• 
ряют условиям 

(2) v- (8 (р)) = v- (р) Vp е Р1 U (Р2 'Р(р, s)), 
(3) v- (8 (р)) ~ v- (р) Vp е: Р (р, 8) П Р2, 

(4) v- (8 (р)) = max v- (р') Vp е Р1 • 
р'еур 

Пусть теперь f(p) для ре D (s) явЛяется окончательной 
позицией 1 множества Р (р, s), а для р ф D (s)- произвольной 
окончательной позицией. Тогда из ( 1) следует 

(5) sup h2 (р, s1, 12) S № (f (р)). 
t,es, 

С другой стороны, если t1 е S1 и ре Р (р, t1, s2), то (2), (3) и 
( 4) обеспечивают выполнение неравенства v-(p) S Н 1 (р), 
откуда мы получаем 

(6) sup hl (р, t1, 82) < Н i (f (р)). 
t,es, 

В силу (5), (6) и выбора f(P) ситуация s является ло· 
кальной слабой СРВ для позиции р в игре Г. 

Для того чтобы убедиться в том, что существует терми· 
нальная игра с конечным множеством позиций, в которой 
нет глобальных слабых СРВ, рассмотрим следующий при4 
мер. 
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П р им ер 4.3.1. Пусть п = 3. Может не существовать 
глобальной слабой СРВ, но при этом существовать локаль­
ная си:льная СРВ для каждой позиции (задача 5); см. 
рис. 17. 

Пусть 

Н1 (рз) < Н1 (Р1) < Н1 (р2). 
Н2 (Р1) < Н2 (Р2) < Н2 (рз). 
Нз(Р2) < Нз(Рз) < Нз(Р1). 

Случай 1. Игрок решает в своих позициях выбирать со­
ответствующую окончательную позинию. 

г 
1 •111 

ql.1\\2 
3 '12 

,,./ •р, 
Рис. 17. 

Пусть s(q1) = р 1 • Чтобы s была локальной слабой СРВ 
для позиций q1 и qз, должно быть s (q2) = q3 и соответственно 
s_(q3) = q1. Таким образом, Р1 = Po(q2, s), и, в силу того что 

Н2 (pi) < Н2 (р2) = max h2 (q2, s 1/12), 
t,es, 

ситуация s не может быть локальной слабой СРВ для q2• 

В силу симметрии игры аналогично исключаются случаи 

s(q2)= Р2 и s(qз)= Рз· 
Случай 2. Ни один игрок не выбирает окончательную по­

зицию, т. е. s (qi) =F PiVi. 
Исследуем, каким образом можно было бы определить 

функцию равновесия f в q1• Множество P(q1, s) состоит из 
позиций q1, q2, q3. В то время как игрок i отклоняется от си­
туации s и решает ходить из qi в р;, он может обеспечить 
себе выигрыш Hi(Pi). Тогда в силу Н1(Рэ)<Н1(Р1) для 
i= 1 отпадает f(q1)=Pз· 
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Если мы положим i = 2 и i = 3, то соответственно 
f(q1)=l=P1 и f(q1)=l=P2· 
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Следовательно, для ситуации s не существует функции рав­
новесия. 

После примера 4.3.1 нетрудно задать игру п лиц (п > 3) 
с конечным множеством позиций, не имеющую глобальных 

Р1 Р2 P11-t Рп 

(P.r) i f f f Pi=!~ 
---·· ,.) с

. ,. ___ " 
С/1 '/2 '/11·1 С/11 

Рис. 18. 

слабых СРВ. Для этого к последней игре просто добавляют­
ся позиции qk (k = 4, ... , п), которые недостижимы из ос­
тальных, и предполагается yqk = {qk} = Pk, причем Н k опре­
деляются произвольно. 

Для случая п > 3 менее тривиальным является следую­
щий пример, который можно рассматривать как обобщение 
примера 4.3.1. 

Пр им ер 4.3.2. Пусть п > 3. Не существует глобальной 
слабой СРВ (см. рис. 18), и выполнено неравенство 

Hi (Р1+н)) < Н1 (Р1) < Н1 (Р1+1) < · · · < Н1 (P1+1n-2)), 

причем 

i + k = { i + k, если i + k < п, 
· i + k - п, если i + k > п. 

Проверку того, что глобальной слабой СРВ здесь нет, 
можно провести способом, аналогичным использованному 
в примере 4.3.1. 

§ 4.4. Задачи 
1. Доказать, что антагонистическая терминальная игра имеет функ­

цию решения тогда и только тогда, когда существует такая функция зна-
чения v этой игры, что -

v (р) е {v (р') 1 р' е ур} П Н1 (Ро) Vp е Р ""- Р0• 

2. Пусть игра Г = (Р, у, Н, п) является игрой с минимальной суммой 
числа вершин и дуг среди всех таких терминальных игр п лиц (п фикси-
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ровано) с конечным множеством позиций, в которых для некоторых ПО• 
зиций не существует локальных слабых СРВ, и пусть для позиции jj не 
существует локальной слабой СРВ. Доказать, что тогда 

df 
а) у-р = {р 1 jj е ур} == (2); 
Ь) y-p=F(Z), если p=l=jj; 
с) ре Pi => 1'VP1 :;;:: 2; 
d) pePi=>vpnPi=(Z); 
е) lvpnPo/s 1 VpeP; 
f) poevPinPo=> miп Hi(p)<Hi(po)< max Hi(p); 

реРо реРо 
df 

g) {р l (Z)=Fyp с: Ро U y-Po}=F(Z) (у-Ро = {q 1 yq n Po=F(Z)}); 
h) q е: ур '\_ Ро => yq '\ yp=F(Z). 
3. Построить такую игру, что рассмотренная в следствии 4.1.1 гло· 

бальная слабая СРВ s 1 11 skнe обладает свойством конечности D ( s 1 // s7<) = 
=Р. 

4. Рассмотрим следующую неантагонистическую игру двух лиц: иг· 
рок \ ходит в точности в одной позиции р и должен выбрать некоторую 
точку с из непустого компактного множества С в Rn. Затем ходит игрок 2; 
при этом он, зная с, выбирает точку х из многогранника 

М = {х е: Rn 1 Ах S Ь, х :;;:: О}. 

После этого игроки получают соответственно выигрыши Н 1 (х) = d'x в 
Н2(х) = с'х. 

nредположим, ЧТО А - заданная (т х п)-матрица, ь и d - заданные 
векторы соответствующей размерности, а многогранник М непуст и огра· 
ничен. 

Мы имеем здесь дело с простой формой связи с задачами оптималь· 
ного программирования - кругом проблем, исследованных Н. Н. Воробье• 
вым, В. В. Малинниковым и А. И. Соболевым [1]. 

Если рассматривать игрока 2 как некоторое предприятие, оптимизи· 
рующее свой производственный план х в соответствии с заданными коэф· 
фициентами выигрыша (это компоненты с), то задача «руководителя» 1 
состоит в таком задании коэффициентов, чтобы возможно лучше согласо· 
вать свои интересы (Н1) с· результатом оптимизации плана. 

Показать с помощью теоремы двойственности (см., например, Ножич­
ка, Гуддат и Холлатц [!] 1)), что существует функция решения g 9тоА 
игры, для которой 

Н1 (g (р)) = max {d' х 1 (х, и, с) е: L}, 
rде 

L - {(х, и, с) 1 хе R11, и е Rm, с е: С, х ~ О, и Е;;; О, Ах s Ь, 

и' А:;;:: с, Ь'и:;; с'х}. 

5. Доказать, что для каждой позиции игры, рассмотренной в приме· 
ре 4.3.1, существует локальная сильная СРВ (то же справедливо и для 
примера 4.3.2) . 

1) См. также, например, книгу Д. Б. Юдина и Е. Г. Гольштейна 
[1)*.-Прим. ред, 



Приложение 

Теоретико-множественные основы 

Во многих приведенных здесь доказательствах вспомога­
тельным средством были порядковые числа и трансфинитная 
индукция. В этой книге не имело бы смысла проводить глу­
бокие рассуждения, приводящие к этим теоретико-множе­
ственным понятиям, или же доказывать на этой основе из­
вестные теоремы о порядковых числах. По этому поводу сле­
дует сослаться на соответствующую литературу. 

Цель этого приложения состоит скорее в том, чтобы при­
вести те теоретико-множественные результаты, выходящие за 

пределы элементарной теории множеств, которые мы, в ча­
стности, использовали - теоретико-множественный фунда­
мент, на котором мы смогли делать наши построения. При 
этом мы следуем в основном книге Клауа [1], где можно 
найти также доказательства приведенных ниже утверждений. 

§ П.1. Вполне упорядоченные множества 

Рассмотрим произвольное множество Х и некоторое опре­
деленное в этом множестве бинарное отношение R 1). 

Определение 1. Пара (Х, R) называется вполне упо­
рядоченным множеством 2), если выполнены следующие 
условия: 

а) (х=;Ьу Л х, у Е Х) =>либо х < y(R), либо у< х (R); 

Ь) (х, у Е Х Л х < у(R))=>х=;Ьу; 
с) (х, у, z Е. Х Л у< x(R) Л z < y(R))=>z < x(R); 

d) (0:;6М с Х)=>3хм ЕМ: (у ЕМ Л у=;Ьхм)=>хм < y(R). 

Первые три требования означают соответственно пол· 
ноту (а), антисимметричность (Ь) и транзитивность (с) 

t) Каждое бинарное отношение R можно рассматривать как подмно· 
жество !R произведения Х Х Х и обратно: (х, у) е !R <=> х < у (R). 

•) В дословном переводе - полная упорядоченность, однако мы нс· 
пользуем-принятый в советской литературе термин «вполне упорядоченное 
множество». Читатель может найти соответствующие результаты, напри­
мер, в кщ1rе И. П. Натансона [!]*. - Прим. перев. 
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отношения R. Требование (d) означает существование в каж• 
дом непустом подмножестве М из Х наименьшего элемента 
в смысле R. 

О п р еде л е н и е 2. Два вполне упорядоченных множества 
(Х1, R1) и (Х2, R2) имеют один порядковый тип, если суще­
ствует такое взаимно однозначное отображение f множе• 
ства Х1 на Х2; что 

Х1 < У1 (R1) <==> f (х1) < f (х2) (R2). 

Пусть теперь W = (Х, R)- вполне упорядоченное множе­
ство и хе: Х. Обозначим через Wx следующее вполне упоря­
доченное множество (Ух, Rx): 

ух= {у Е х 1 у < х (R)}, 
У1 < У2 (Rx) <==> У1 < У2 (R) (у1, У2 Е У.1:). 

Вполне упорядоченное множество W х называется отрезкола 
вполне упорядоченного множества W и получается при рас­
смотрении только элементов из Х, меньших, чем х, в смысле 
R, в их заданном «порядке». 

Теорем а 1 (основная теорема о вполне упорядоченных 
множествах). Пусть W1=(X1,R1) и W2=(Х2,R2)-произ­
вольные вполне упорядоченные множества. Тогда имеет ме­
сто в точности одно из следующих утверждений. 

1. W1 и W2 имеют один и тот же порядковый 1·ип. 
2. Существует такой х1 е: Х1 , что W1x, и W2 имеют один 

порядковый тип. 
3. Существует такой Х2 Е Х2, что W11 и W2x, имеют один 

порядковый тип .. 

В первом случае мы будем писать W1 ,...., W2, а в слу­
чаях 2 и 3 соответственно W2-< W1 и W1-< W2 (при этом мы 
говорим: W2 эквивалентно W1, меньше и соответственно 
больше, чем W 1) . 

Теорем а 2. Пусть (Х, R)- вполне упорядоченное мно­
жество и {xk} k=I, 2, ... - такая последовательность в Х, что 

Х1 > Х2 > · · · > Xk > Xk+I > · • · (R). 

!огда последовательность {xk} конечна. 

Тот факт, что в каждом вполне упорядоченном множестве 
строго убывающая последовательность конечна, мы суще­
ственно использовали в доказательстве теоремы 1.6.1, 
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Теорем а 3 (принцип трансфинитной индукции). Пусть 
W = (Х, R)- вполне упорядоченное множество и А - под­
множество Х. Если для наименьшего элемента х0 из Х 
(в смысле отношения R) выполнено х0 Е А и если далее для 
произвольного х Е Х из Ух с А следует х Е А, то А = Х. 

Теорем а 4 (определение с помощью трансфинитной ин­
дукции). Пусть (Х, R)- вполне упорядоченное множество, 
В - множество и G х (х Е Х)- множество всех отображений 

из Ух в В. Далее, пусть G= U Ох и Т: а-в. Тогда суще-
хех 

ствует в точности одно отображение f: Х-+ В, для которого 
f (х) = Т (f /ух) V Х Е Х 

здесь f /у обозначает сужение f на область определения Ух). 
х 

По теореме 4 отображение f множества Х в В можно оп­
ределить следующим образом: 

(D 1) задать образ f (хо) наименьшего элемента х0 из Х; 
(D 2) задать однозначное правило Т построения образа 

f(x) по образам f(y) всех элементов у< x(R). 

Теорем а 5 (теорема о полном упорядочении). Для лю­
бого множества Х существует такое отношение R. что (Х, R) 
является вполне упорядоченны.и множеством (т. е. каждое 
множество можно сделать вполне упорядоченным). 

Теорема 6 (аксиома выбора). Пусть Х и У-непустые 
множества и F - такое отображение из Х в 2У, что 

F (x)=t= 0 Vx Е Х. 

Тогда существует такое отображение f: Х-+ У, что 
f(x)EF(x) VxEX. 

Мы использовали аксиому выбора (эквивалентную тео· 
pe!V!e о полном упорядочении) уже тогда, когда молчаливо 
предполагали существование стратегий. 

§ П.2. Порядковые числа и их суммы 

По определению 2 мы можем различать вполне упорядо· 
ченные множества одинаковых и различных порядковы1{ 

типов. 

Поэтому естественно возникает идея ставить в соответ­
ствие каждому вполне упорядоченному множеству W неко· 
торую величину а ( W), являющуюся его порядковым типом; 
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представляется также разумным требовать, чтобы равенство 
a(W1) = a(W2) выполнялось в том и только том случае, 
когда W1 ,..., .W2. 

Таким способом можно было бы ставить в соответствие 
всем вполне упорядоченным множествам одного типа некото­

рый объект, обозначающий их общий порядковый тип. 
Строгое обоснование того, что подобного рода соответ­

ствие существует, т. е. что наша идея осуществима, выводит 

на границу между теорией множеств и философией. Суще­
ственная трудность состоит здесь.в том, что «множество всех 

вполне упорядоченных множеств заданного типа» и «множе­

ство всех порядковых типов» не существуют. Поэтому мы 
примем как аксиому существование объектов, представляю­
щих порядковые типы вполне упорядоченных множеств, и на­

зовем эти объекты порядковыми (трансфинитными) числами. 
Поскольку два конечных вполне упорядоченных множе­

ства (слово «конечные» относится к основному множеству) 
имеют один и тот же тип тогда и только тогда, когда соот­

ветствующие множества имеют одно и то же число элемен­

тов, можно отождествить порядковые числа, соответствую­

щие конечным вполне уnорядоченным множествам (назы­
ваемые конечными порядковыми числами), с натуральными 
числами (включая нуль как представление пустого вполн~ 
упорядоченного множества). Обычно порядковые числа обо­
значаются греческими буквами. При этом ro обозначает по­
рядковый тип множества всех натуральных чисел в их есте­
ственном порядке. При обращении с порядковыми числами 
следует принять во внимание следующее. 

Теорем а 7. Не существует множества всех порядковых 
чисел. 

Таким образом, можно рассматривать те или иные мно­
жества порядковых чисел, но не множество всех порядковых 

чисел. 

Определение 3. Пусть а и ~ - два порядковых числа. 
·Будем говорить, что а меньше, чем ~ (а< ~), если для двух 
ьполне упорядоченных множеств W а и W р соответственно 
с порядковыми типами а и ~ выполнено соотношение Wc:i <( 
<(Wp. 

Независимость этого и следующего определений от пред­
ставлений следует из определения порядкового типа и отно• 
шения «меньше» между вполне упорядоченными множествами 

(теорема 1). Далее справедлива следующая теорема. 
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Те о р е м а 8. Каждое множество порядковых чисел вме­
сте с заданным в определении 3 отношением < образует 
вполне упорядоченное множество. В частности, если Х(а)­
множество всех порядковых чисел, меньших порядкового чис­
ла а, то а является поря{Jковым. типо,ч вполне упо{f'Ядочен-
ного множества (Х(а), <). · 

Определение 4. Пусть Wa=(X,Rx) и Wp=(Y,Rr)'­
двa вполне упорядоченных множества соответственно типов а 

и ~. и пусть х n у= 0. Тогда через а+~ обозначается ПО· 
рядковый тип вполне упорядоченного множества W = (Х U 
U У, R), где R определяется следующим образом: 

{ 
Х, У Е Х Л Х < У (Rx), 

x<y(R), если или хе.Х, уе.У, 

или х, у Е У/\ х <y(Ry). 

Таким образом, вполне упорядоченное множество W по­
лучается при «подклеивании» вполне упорядоченного множе­

ства W р к W 11. При этом порядок «прибавления слагаемых» 
является существенным: так, например, ro = 1 + ro-=/= ro + 1. 

О п р еде л е н и е 5. Порядковое число а назЕiвается пре­
дельным, если множество Х (а) всех порядковых чисел, мень­
ших, чем .а, не имеет наибольшего элемента. 

Так как Х (О)= 0, то, очевидно, О- наимецьшее предель­
ное число. Следующим предельным числом является ro (Х ( ro) 
состоит из всех конечных порядковых чисел), затем ro + ro = 
= 2ro и т. д. 

Теорем а 9. Для любого порядкового числа а суще­
ствует в точности одно предельное число Л(а) и в точности 
одно конечное .порядковое число k(a), причем а= Л(а)+ 
+ k(a). 

Это представление мы использовали в § 2.3. 

Те о р ем а 1 О. Среди всех порilдковых чисел, не принад­
лежащих заданному множеству порядковых чисел, суще­
ствует наименьшее. 

§ П.3. О применении принципа индукции 

Мы использовали принцип определения с помощью транс­
фиюtтной индукции для того, чтобы выделять определенные 
подмножества всех позиций в исследованных играх. При этом 
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мы исходили - как это делалось в связи с порядком графа 
(Р, у)- из представления о том, что каждому порядковому 
числу а ставилось в соответствие подмножество Qa ( сР). 
В качестве прообразов конструируемого отображения а~ Q(I, 
допускаются все порядковые числа, а из-за этого мы прежде 

всего сталкиваемся с трудностью при попытке применения 

теоремы 4: область определения Х конструируемого отобра­
жения не является множеством, а (Х, R) не является вполне 
упорядоченным множеством. 

Эту трудность, однако, легко обойти, если сразу выбрать 
достаточно большое (зависящее от Р) порядковое число 
а (Р), а затем рассматривать только множество Х (а (Р)) 
всех порядковых чисел, меньших, чем а (Р). Мы можем по­
ступить, например, следующим образом. 

Пусть М = М (Р)- произвольное множество мощности, 
большей, чем мощность 2Р. Его можно вполне упорядочить 
(теорема 5). Въхберем а (Р) как порядковое число, представ­
ляющее порядковый тип вполне упорядоченного множества 
(М,R).Далее, (M,R) и (Х(сх.(Р)),<) являются вполне упо­
рядоченными множествами одного типа (теорема 8), а следо­
вательно, М и Х(сх.(Р)) имеют одинаковую мощность. 

Если теперь ограничить наше индуктивное определение на 
а Е Х (а (Р)), то определенным различным прообразам а и 
~ следует поставить в соответствие одинаковые образы Qa 11 

Q~ (в противном случае мощность множества 2Р была бы по 
меньшей мере равна мощности множества М). Тогда для 
нашего конкретного отображения Т отсюда следует суще­
ствование такого порядкового числа сх.0 еХ(сх.(Р)), что 

Qa0 = Qa \fcx.EX(a(P)), а> а.о. 

Если мы, наконец, положИм формально Q~ = Qa, для лю­
бого порядкового числа ~. не лежащего в Х (а (Р)), то полу­
чим рассмотренное нами множество Qa, соответствующее по­
рядковому числу а. Фактически мы всегда интересовались 
только множествами Qa с а < сх.о. 
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